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内 容 简 介 


本 书 是 “世界 数学 名 题 欣赏 从 书 ”之 一 。 所 谓 希 尔 伯 特 第 
十 问题 ， 是 1900 年 德国 数学 家 希 尔 伯 特 在 巴黎 的 国际 数 学 家 大 
会 上 提出 的 关于 “ 刁 洲 图 方程 解 的 判定 问题 ”， 也 就 是 判定 不 
定 方程 是 否 有 解 的 方法 问题 。 这 一 A 题 虽 已 在 1970 年 得 到 否定 
的 解决 ， 但 是 在 数学 中 产生 了 十 分 深 远 的 影响 。 本 书 介 绍 了 第 
THEN ARMOR, WET E 对 于 整个 当代 数学 研究 的 
促进 作用 ,理论 严整 ， 论 述 生 动 。 


Summary 


_ This book is one of A Series World Famous Ma- 
thematics Appreciation. So-called Hilbert's tenth 
problem is the decidability problem of Diophantus 
solution of equations, raised by German mathemati- 
cian Hilbert at International Mathematician Congress 
in Paris in 1900. That is the problem of deciding 
whether indefinite equation has solution. Though 
the problem was given a negative solution in1970, it 
has brought about a profound and lasting influence 
in mathematics. The book introduces the content and 
study situation of the tenth problem, and sets forth 
its promoting function to the whole research on 
modern mathematics. The theory is in neat forme- 
tion and the exposition is vivid. 
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1900 年 ， 德 国 大 数学 家 着 尔 伯 竺 在 巴黎 的 国 
际 数 学 家 大 会 上 提出 了 23 个 数学 问题 ， 揭 开 了 二 
十 世纪 数学 发 展 的 一 页 ， 激 励 着 有 为 的 数学 家 们 
去 思索 ， 去 探求 ， 去 拼 情 ! 而 第 十 问题 就 是 其 中 
精采 的 一 个 。 

人 们 知道 ， 数 学 问题 作为 数学 研究 的 对 象 * 
也 是 推动 数学 发 展 的 动力 ， 人 们 为 了 解决 数学 难 
题 ， 要 引入 新 概念 ， 寻 找 新 的 工具 ， 这 方面 的 例 
子 是 不 少 的 。 

关于 解 一 个 特定 的 刁 落 图 方程 本 是 一 个 古老 
的 数学 问题 ， 菜 些 两 个 变 元 的 二 次 方程 人 们 早 就 
发 现 了 它们 的 解法 ， 而 对 两 变 元 的 三 ， 四 次 酉 洲 
图 方程 并 未 发 现 一 般 的 解 的 方法 ， 对 特定 的 一 个 
这 样 的 刁 落 图 方程 ， 证 明 它 是 否 有 解 ， 或 当 有 解 
时 求 出 它们 的 解 ， 也 不 是 一 件 容易 的 事 。 

然而 ， 在 本 世纪 六 十 年 代 末 ， 英 国 数学 家 由 
克成 功 地 对 一 类 两 变 元 刁 落 图 方 匆 给 出 了 一 个 有 
效 的 方法 ， 可 求 出 它们 的 一 切 解 ， 他 成 功 地 确定 
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T-TREE RAN RSHRARHWLE B, 
使 对 任意 解 (X94) Fs 
max( [Xo |, [yo DEB 

由 于 贝克 的 这 一 出 色 工 作 ， 他 获得 了 1970 年 的 菲 
尔 兹 奖 。 . 

希 儿 第 十 问题 的 解决 是 集体 的 智慧 ， 使 人 惊 
月 的 是 只 用 了 一 点 数理 馆 辑 和 初等 数论 就 铬 决 了 
这 一 世界 大 难题 。 美 国 数学 家 戴 维 斯 ， 鲁 宾 撑 和 
曾 转 南 作 出 了 突出 的 贡 责 ， 而 最 终 的 一 步 是 在 19 
?70 年 由 苏联 青年 数学 家 马 吉 雅 塞 维 奇 完成 的 。 

本 书 做 为 读者 欣赏 的 一 个 数学 问题 ， 书 中 用 
到 的 知识 力图 自封 ， 它 不 需要 读者 有 什么 特殊 的 
数学 修养 。 为 了 便于 读者 阅读 ， 我 们 还 给 了 一 个 
全 书 内 容 的 联系 图 ， 以 供 参考 。 | 

在 本 书 的 写作 过 程 中 ， 曾 和 北京 大 学 匡 允 剖 
教授 多 次 交谈 ， 并 得 到 中 国 科学 院 软 件 所 研究 员 
杨 东 屏 老师 及 南开 大 学 徐 书 润 副 教授 的 帮助 ， 赵 . 
此 深 深 表示 感谢 。 

由 于 水 平 所 限 ， 书 中 缺点 和 错误 SREP 
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一 “和 希 尔 伯 特 第 十 


我 们 都 知道 ， 从 十 希 髓 时 代 ， 人 们 就 对 不 定 
方程 的 整数 解 感 兴趣 ， 人们 先 从 一 个 几何 学 上 的 
定理 :一 个 直角 三 角形 ， 站 在 两 直角 边 上 的 正方 
形 的 面积 之 和 恰 等 于 站 在 斜 边 上 的 正方 形 的 面 
积 。 这 就 是 毕 达 格拉 斯 定理 ， 又 称 商 高 定理 。 

上 述 定理 用 代数 的 语言 说 是 方便 而 直观 的 ， 
即 令 4,b 为 直角 三 角形 的 两 直角 边 ，c HU, 
则 

a+b =e 
程 ， 

ry = 2 (1) 
它 的 解 本 身 就 包含 有 美的 享受 ， 而 且 是 毕 氏 几何 
定理 的 “ 数 ” 的 体现 。 人 们 对 《1 ) 的 整数 解 的 
直观 概念 可 追溯 得 更 早 ， 古巴 比 伦 人 在 公元 前 两 
千 多 年 就 发 现 了 3 ，4 ，5 是 它 的 一 组 解 ， 并 联 
慧 地 用 绳索 分 别 3 4, 5 等 分 再 对 折 以 制造 出 
一 个 直角 WELD, 这 对 测量 土地 是 十 分 必 
要 的 。 


-图 1.1 
方程 (1) 的 一 个 解 (3 ，4，5》， 我 国 
商 高 也 早已 发 现 ， 在 两 千年 前 的 一 部 数学 著作 
《 周 租 算 经 》 中 有 记载 ， 而 后 ， 在 我 国 另 一 本 名 著 
《 九 章 算术 》 中 又 列 出 了 几 组 解 ， 
(5,12,13) 
(7 ,24,25) 
《8 15,17) 
(20,21,29) 
在 古 希 腊 ， 毕 达 格 拉 斯 学 派发 现 ， 当 m 是 奇数 
m, (m, 4 (m1), Liin ) 是 方程 (1) 
的 一 组 解 ， 但 在 那个 时 代 ， 都 没 能 给 出 〈1 ) 的 
完全 的 整数 解 。 
到 了 公元 三 世纪 ， 有 一 位 著名 的 希腊 数学 家 
. 4 > 


叫 习 洲 图 ( 约 公元 246 一 330) ,在 他 写 有 的 一 本 
《算术 》 书 中 ， 最 先 讨论 了 方程 1 /的 整数 
解 ， 他 得 出 ， 
x=2mn 
y=m -w 
z=m +n 
其 中 mn ER, mon 
到 了 十 七 世纪 ， 刁 蓝图 的 书 为 法 国 数学 家 费 马 所 


注意 ， 他 深入 地 研究 了 这 类 方程 《以 后 我 们 称 之 | 


为 刁 湾 图 方程 y》， 并 得 到 一 个 为 后 世 所 惊奇 的 定 
理 ， 

方程 x"+ y= g” 
当 %>2 时 ， 无 非 零 的 正 整数 解 。 

自然 ， 这 是 一 个 特殊 的 刁 落 图 方程 ， 费 马 自 
称 已 证 明了 这 一 定理 ， 但 后 人 并 未 发 现 他 的 证 
明 ， 不 但 如 此 ， 在 近 二 百 多 年 来 ， 无 数 数学 家 经 
过 艰辛 地 拼搏 ， 也 未 能 完全 解决 它 ， 即 既 不 能 证 
明 它 ， 又 不 能 举 出 一 个 反例 而 推翻 它 。 于 是 ， 人 
们 已 把 它 称 之 为 费 马 猜想 或 费 马 大 定理 。 关 于 这 
一 问题 的 最 好 结果 是 由 德国 数学 家 法 尔 廷 斯 给 出 
的 ， 他 指出 ， 如 果 这 一 刁 募 图 方程 肥 解 ， 则 只 有 
有 限 多 个 解 ， 这 自然 已 是 一 惊人 的 突破 ， 他 把 人 
们 在 茫茫 无 限 中 的 考虑 变 成 有 限 中 的 论证 。 

到 了 二 十 世纪 初 ， 一 位 著名 的 德国 数学 家 希 

。5 。 


尔 伯 特 ， 在 1900 年 于 巴黎 召开 的 国际 数学 大 会 
上 ， 他 总 结 而 提出 了 二 十 三 个 数学 问题 ， 提 醒 数 
学 家 们 要 摘 清 楚 这 些 问 题 ， 他 没有 把 费 马 猜 想 做 
为 一 个 问题 提出 ， 而 把 比 它 更 广 前 所 谓 刁 落 图 方 
程 的 可 解 性 做 为 第 十 个 问题 而 列 出 ， 他 说 ， 

“10. 任意 刁 落 图 方程 的 判定 。 

设 给 了 一 个 具有 任意 多 个 未 知 数 的 整 系数 刁 
沙 图 方程 ， 要 求 给 出 一 个 方法 〈verfahren)， 使 
得 借助 于 它 ， 通 过 有 穷 次 运算 可 以 判定 该 方程 有 
无 整数 解 。” . 

这 里 的 方法 (verfahren) 就 是 英文 的 算 法 
《algorithm)， 而 算法 的 概念 对 我 们 是 并 不 陌生 
的 ， 其 实 这 个 词 是 很 古老 的 ， 远 在 十 希腊 时 代 ， 
人 们 就 知道 如 何 求 两 个 数 的 最 大 公约 数 ， 这 就 是 
欧 几 里 德 算法 ， 又 称 加 转 相 除法 。 还 有 ， 如 任 给 
一 个 自然 数 判定 它 是 奋 是 一 个 素数 ， 也 存在 着 一 
个 方法 (算法 ) ， 这 就 是 第 法 。 称 埃 拉 托 斯 散 利 
法 ， 这 就 是 说 ， 任 给 一 个 自然 数 ， 在 有 限 步 内 总 
能 通过 这 -一 复 子 ， 以 判定 这 个 数 是 已 被 乌 掉 还 是 
ENTE. 

虽然 ， 人 们 很 早 就 有 了 算法 的 朴素 的 概念 ， 
但 在 本 世纪 三 十 年 代 以 前 ， 对 算法 概念 是 不 精确 
的 ， 人 们 只 是 把 用 以 能 行 地 解决 一 类 相似 问题 的 
方法 叫做 算法 ， 而 所 谓 “ 能 行 ”是 指 按 照 一 定 的 

e 6 o 


规则 ， 能 在 有 穷 步 中 机 械 地 得 到 结果 。 

希 尔 伯 特 第 十 问题 癌 记 以 来 ， 人 们 尚未 给 算 
法 以 精确 化 ， 数 学 问题 的 可 解 与 不 可 解 究竟 是 什 
么 含意 人 们 还 不 得 而 知 ， 人 们 在 一 片 黑暗 中 度 过 
这 三 十 年 的 岁月 ， 企 图 寻找 这 一 问题 有 算法 的 数 
学 家 们 都 一 个 个 碰壁 ， 第 十 问题 毫 无 进展 ， 我 们 
后 来 才 明 白 ， 这 时 解决 这 一 问题 的 时 机 尚 不 成 
熟 ， 人 们 面 对 着 困难 ， 在 思索 ， 在 前 进 ， 这 就 促 
进 了 数学 的 发 展 ! 


辑 有 关 基 础 知识 


BE 


一 
td 
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为 了 读者 阅读 方便 ， 我 们 对 后 
中 会 用 到 的 某 些 逻 辑 知识 加 以 介绍 ， 我 们 不 去 很 
严格 地 论述 ， 只 是 为 以 后 作 淮 备 。 


1. 命题 及 其 联结 词 


(一 ) 命题 。 什 么 是 命题 呢 ? 在 日 常生 活 
中 ， 我 们 常常 说 一 些 具 有 判断 的 句子， 这 样 表示 
判断 的 句子 就 称 为 命题 。 

命题 是 有 真 假 的 ， 在 我 们 以 后 的 讨论 中 ， 命 
题 只 取 真 假 两 个 值 。 我 们 一 般 用 工 表示 真 值 ， 用 
卫 表 示 假 值 ， 有 时 为 了 直观 和 应 用 的 方便 ， 用 
“1 ”表示 真 值 ， 用 “0 "表示 假 值 。 

下 面 我 们 举 些 例 子 ， 说 明 命题 及 其 真 假 。 

C1) 1+2 关 3。 

C2) 月亮 从 西方 升 起 。 

C3) x+y=5, 

C4) 小 林 光 一 是 日 本 的 棋 圣 。 

C5) 2000 年 ， 一 个 战胜 世界 象棋 冠军 的 计 

+ dls 


算 机 程序 会 出 现 。 

C6) 希 尔 伯 特 是 法 国人 ， 

RNB, (1) £08, EMBAF, 
C2) 也 是 一 个 命题 ， 也 取 值 为 (3 ) 不 是 
一 个 命题 ， 因 为 变量 x, y 以 不 同 的 值 代入 ， 它 
有 时 取 真 值 ， 有 时 取 假 值 。 (4 ) 是 一 个 真 命 
题 ， 因 为 当今 日 本 的 围棋 棋 圣 是 小 林 光 一 ， 过 些 
时 候 ， 如 果 棋 圣 易 人 ， 则 该 命题 取 假 值 ， (5 ) 
是 一 个 命题 ， 但 现在 尚 不 能 知道 它 是 真 还 是 假 
的 ， 可 是 ， 到 2000 年 就 会 给 出 真 或 者 假 的 判定 。 
(6) 是 一 个 命题 ， 它 取 假 值 ， 因 为 希 尔 伯 特 是 
德国 人 . 

上 面 都 是 一 些 简单 形式 的 命题 (除了 ( 3 ))， 
还 有 一 些 很 难 判断 真 假 的 命题 ， 因 而 成 为 大 难 
题 ， 如 ， 

(7) 一 个 大 个 数 总 可 表示 成 两 个 素数 之 和 
〈 哥 德 巴 替 猜 想 ) 。 

(8) 斐 波 那 契 数 列 中 有 无 限 多 个 素数 。 

它们 都 是 命题 ， 但 人 们 还 不 知 其 真 假 。 

(=) 命题 联结 词 ， 

令 P,Q BATH, WAT 〈 非 ,还 用 一 ， 
一 表示 ) ， 人 “与 ， 还 用 代表 示 ) ，V GD, 
— ( 列 涵 ) ，<* 一 (等 值 》 联结 词 可 产生 如 下 
新 的 命题 ， 
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TP, PAQ(P& Q), PVR P>Q, PQ, 
它们 的 含意 是 这 样 的 ， 

P24 P JAN, IP AB, P ARN, 
PAR. 

PAQ, RX P 与 Q, 都 是 真 时 才 为 真 ， 否 则 
为 假 ， 符 号 八 的 其 他 通用 符号 是 *&”,，“。”. 

PVQ, P 或 者 @ 有 一 个 真 则 PVQ WH, 
否则 为 假 ， 符 号 V 常 用 * +? 来 替代 。 

P—>Q, ERAR BX, P—-QAH, H HP 
JERE Q 为 真 。 这 里 P 称 为 蕴涵 式 的 前 件 ， 
Q@ 称 为 其 后 件 。 常 用 的 蕴涵 符号 还 有 “ 汪 ”. 

P< 一 @, 它 取 值 为 真 ， 当 P.O 取 相 辣 的 真 
iA, BRL, Pe—-QM(P—-Q) 人 (Q 
—P) 取 相 同 的 值 ， 这 一 点 下 而 还 会 说 明 。 

自然 ， 命 题 联结 词 还 有 一 些 ， 上 面 这 些 是 最 
常用 的 ， 例 如 会 弗 提出 的 舍 弗 “ | ”， 是 一 个 重要 
而 有 用 的 联结 词 ， 在 计算 机 的 MOS 电路 中 ， 大 
量 地 应 用 这 一 元 件 ， 会 弗 “| ”的 定义 是 ， 

PIQ= IPAQ) 


2， 命 题 形式 的 变换 
象 初等 代数 中 的 某 些 代数 式 间 的 恒 等 变 换 ， 


在 命题 逻辑 中 也 是 同样 发 生 的 ， 命 题 演算 的 本 质 
，18 ， 


就 是 要 象 代数 的 式 子 ， EET RR, Bi 
如 ， 在 代数 中 ， 有 

x + 2xy +Y’ = (x+ yY)? 

v=x] 
. X -y= (44+ y y) 
等 ， 这 里 代数 恒等式 的 含意 是 ， 对 x,y 的 任意 
代入 《〈 自 然 要 预先 给 定 一 个 数 域 ) ， 等 号 的 左边 
的 值 和 右边 的 值 相等 。 

由 于 命题 变量 只 取 真 、 假 值 ， 所 以 ， 我 们 对 
基本 的 命题 联结 词 及 其 更 复杂 的 表达 式 可 以 用 冉 
值 的 方法 ，“ 计 算 ” 出 它们 的 值 (TRA F), 
这 称 为 真 值 表 。 用 这 种 方法 ， 列 出 下 列 命 厦 联 结 


词 的 真 值 表 是 十 分 清楚 的 ， 

卫 | 门卫 

TF 

F| T 
P | Q | PAQ P | Q | PVQ 
T|T T TT To 
T\|F F Ti FI] T 
FiT F . FIT T 
FF F FIF F 


P|Q|P+Q PIQIPo8 
T Tr T TIT T 
T | F F T | F F 
FIT T F iT F 
Fi F T FIF T 


我 们 给 出 舍 弗 “| "及 另 一 个 模 “2 ”和 的 真 
值 表 ， 后 者 是 计算 机 运算 功能 最 基本 的 “细胞 '， 
模 “2 ”和 是 如 下 定义 的 : 


PO@Q= (PoQ) 
不 难 用 真 值 表 验 证 ， 

PRA = (TPAQ)V (PA 1Q)* 
P|Q/PI|Q P | Q [PHQ 
“? || F TiT| F 
TÍF| T TiFl| T 
FİTİ T FT| T 
F|F| T F\F| F 


我 们 可 以 利用 真 值 表 证 明 钦 辑 表 达 式 间 是 否 
相等 ， 即 证 明 命 题 表 达 式 间 是 否 等 价 。 

H WEH, 

(1) P>Q=7PVQ 

(2) P+@Q-R) = (PAQ)>R 


* 我 们 一 般 可 定义 运算 符 的 优先 次 序 为 ， 1, 八 ;V， 这 样 
可 省 赂 括号 为 PAQ@VPA I. 
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(1). (2) 对 应 下 面 两 个 真 值 表 ， 


P|Q|IP>QNPVE® 
TITIT T 
T|F| F F 
FIT] T T 
F|F| T T 


P/Q|R/(PAQ(PAQ)>R Q>R|P+@->R) 


TIT|T| T T T T 
TIT|F| T F F F 
TIFIT| F T T T 
T|FIF| F T T T 
FIT|T| F T T T 
FIT|F| F T F T 
FIFIT| F T T T 
FIFIF| F T T T 


从 上 表 看 出 ，P 一 Q@ 一 列 的 值 与 1PVQ@ 一 列 的 值 
是 完全 相同 的 ， 这 就 证 明了 PQ@ 与 1PVQ EH 
等 (等 价 ) 的 。 i PAOR 一 列 下 的 值 与 
P+(Q>R) 一 列 下 的 值 是 一 样 的 ， 从 而 证 明了 
P 一 (QQ 一 R) 等 于 (PA 人 @) 一 R. 

命题 表达 式 的 形式 可 以 是 多 种 多 样 的 ， 从 等 
值 的 观点 上 看 ， 它 可 以 从 一 种 形式 变 成 另 一 种 形 
式 ， 这 种 变换 是 很 有 用 的 ， 在 计算 机 及 其 他 自动 
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系统 的 设计 中 ， 它 是 逻辑 网 络 综合 必 不 可 少 的 一 


TIR, 


命题 形式 的 变换 还 可 通过 下 面 的 等 式 进行 ， 
WRB +” RRV” A” CRS T 
号 ) 表示 “人 人 ”， 以 “一 ”表示 “1”。 于 是 有 ， 


1° 
2° 
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公式 10 ， 


A-A=A 
A+A=-A 


| ACBC) = (AB)C 


A+(B+C)=(A+B)+C 
AB=BA 

A+B=BiA 

AB+C= (A+C)(B+C) 
(A+ B)C= AC + BC 
A=A 

AB-A+B 
A+ B= AB 

AT=A 

A-F=F 

A+F=A 

A+T=T 

A+(AB)=A 
A(A+B)=A 

11° RRBEH, X, 7, <i 


过 下 述 公式 而 为 人 ，V， 站 表示 ， 


LE a 


Pog = PAAP) 
P-+-Q= 7PVQ=PAQ 


3. Pa, BASRA 


在 命题 演算 中 ， 我 们 把 简单 命 是 认为 是 不 可 
分 的 ， 只 研究 简单 命题 和 用 联结 词 构成 的 复合 命 
题 的 逻辑 关系 和 推理 关系 ， 然 而 ， 我 们 发 现 有 些 
推理 关系 用 命题 逻辑 是 很 难 表示 的 ， 一 个 著名 的 
例子 是 所 谓 苏 格 拉 底 论断 

P， 所 有 的 人 都 是 要 死 的 。 

Q:， 苏 格拉 底 是 人。 

R， 苏 格拉 底 是 要 死 的 。 
从 命题 逻辑 的 角度 看 ， 这 三 句 话 都 是 命题 ， 然 
而 ， 它 们 显然 有 着 密 的 关系 ， 即 ， 如 果 前 两 个 合 
题 是 真 的， 可 以 自然 的 推出 第 三 个 命题 也 是 真 
的 ， 可 写成 推理 图 示 ， 


卫 
Q 


— 


R 
或 表示 为 (P&@)->R, 但 这 一 复合 命题 在 命题 逻 
辑 中 并 非 永 真 公式 。 从 而 看 出 ， 有 必要 对 简单 命 
题 作 进一步 分 析 ， 深 入 分 析 命题 中 的 内 部 结构 ， 
平 姜 引进 了 谓词 的 概念 ， 而 这 种 以 命 故 中 谓词 为 
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基础 的 分 析 研 究 ， 称 之 为 谓词 演算 。 

(一 ) 个 体 词 、 谓 词 

命题 ，7 是 一 个 素数 ,这 句 话 里 ,显然 “7” 
是 主语 ， 而 “是 一 个 素数 ”是 调 语 ， 这 一 命题 表 
示 了 主语 (7) 所 具有 的 属性 《是 一 个 素数 ) ， 
这 “… 是 素数 ”是 一 个 谓语 。 

在 数理 逻辑 中 ， 将 命题 里 表示 思维 对 象 的 词 
: 称 作 个 体 词 ， 而 将 表示 一 个 个 体 的 性 质 和 两 个 或 
两 个 以 上 个 体 之 间 关 系 的 词 称 作为 谓词 。 我 们 令 
X1X,，…,X。 表示 变量 《或 个 体 变量 ) ， 它 取 值 
的 集合 称 为 个 体 域 或 论 域 ， 于 是 我 们 称 谓 词 P 
(Cpe) Ans CH) 调 词 ， 而 对 具体 的 个 体 
词 dissar M) Pka，…am 是 一 个 命题 ， 它 可 
取 真 或 假 的 值 。 

在 以 后 各 章 中 ， 我 们 讨论 的 是 数论 请 词 P 
(Xisto X) o METRA HARR", HI X19… 5 Hy 
赋值 后 ， 谓 词 P 变 成 一 个 命题 , 它 可 取 真 (以 

“1 ”表示 ) RE (以 “0 ”表示 ) 两 个 值 ， 从 
而 ， 有 时 我 们 也 称 PCXi,…, XxX) 为 一 谓词 函数 ， 
它 只 取 “0 ”，“1 ”两 个 值 。 

于 是 ， 令 P, 表示 谓词 “… 是 素数 ”， 于 是 

* 自然 数 集 在 数学 中 定义 为 集合 {1,2,3,…} ,而 在 BAR 


递 妇 函数 让 ,往往 扩充 为 {0 1 2 和 这 一 点 不 是 本 质 中 。 有 有 时 
我 们 也 不 加 说 明 。 | 


eee 


Ai “7T 是 一 个 素数 ”， 可 表示 为 了 (7)， 显 
然 ， 它 是 一 个 真 命题。 

(>) Bid 

命题 里 表示 数量 的 词 称 为 量词 ， 在 谓 ai 
中 ， 常 见 的 有 三 种 量词 

(1) 全 称 量词 v ,表示 的 合意 是 “所 有 ?， 
“凡是 ”，“ 全 部 ”等 等 . 

例如 ， 给 定 一 个 论 域 D, 对 一 元 谓词 P(X) 而 
言 ， (VX)P(X)， 是 说 , 对 所 有 D 中 元 素 a, 
P(a) 都 真 。 自 然 ， 能 否 有 (VX)P(X)， 这 除了 和 
谓词 PR 有关， 还 和 x 的 变化 范围 即 论 域 D 有 关 。 
MW, (VLC = x) EBRD E= {0,1} PRZ, 而 
在 D 为 自然 数 集 时 ， 不 能 有 (YX%X) (Xx’= XxX)， 自然 
UTREE (Yoa). 

(2) 存在 量词 3 ， 表 示 的 含意 是 “存在 ”， 
“有 ”，“ 至 少 有 一 个 ”等 等 。 

(3) 存在 唯一 量词 3! , 它 表示 存在 且 只 
存在 唯一 的 一 个 。 

例 1 存在 着 偶 素 数 。 ， 

令 CX) 表示 EBA, P(x) 表示 x B 
素数 ， 则 该 命题 表示 为 ， 

《3XCECX) GPX)Y 
由 于 “2 ”是 叭 一 的 偶 素数 ， 所 以 形式 化 命题 ， 
FERE- KAERRA 
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(31X) ECX) P,a) 
例 2 方程 x’-3y' = 14 ERA, 
该 命题 形式 化 为 ， 
GOGY) 0? -3Y = 1) 
xy 的 论 域 是 集合 D= {1,2,3，…}。 
例 5 素数 是 无 穷 的 。〈 欧 几 里 得 ) 
该 命题 可 形式 化 为 ， 
(Vx) (3 yx) YLP, Y) 
即 ， 任 给 一 个 自然 数 Xx， 总 存在 一 个 Y y 大 于 
x Ay 是 素数 ， 


4， 谓 词 演 算 的 推理 规则 


在 后 面 的 论述 中 ， 我 们 有 时 自觉 或 不 党 的 使 
用 了 下 面 的 推理 规则 ， 在 这 之 前 ， 先 解释 几 个 术 
语 。 

BR (vx) CF) Ly) 

约束 变 元 ”自由 变 元 

在 量词 (YX 或 9x, 习 1X) 作 用 下 的 变 元 称 为 约 
RA, BMRA AB, ENE AK AM 
现 ， 相 应 的 叫做 约束 〈 或 自由 ) 出 现 。 上 面 公式 
中 ，X 有 一 约束 变 元 ， 有 一 自由 变 元 ， 而 y We 
A a ec. 
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(一 ) 全 称 量词 消去 


(YOA) 
AY) 


KH, BRELAWE, BR 下 为 结论 而 
A(x) 为 任意 一 个 含有 x 自由 出 现 的 命题 形式 ， 
Ay) 是 将 4 (x) 中 的 x 处 处 代 之 以 y, BR 
y 在 AC) 中 不 约束 出 现 。 自 然 ， 对 x 论 域 中 
的 任 一 4，A(Ca) 均 成 立 ， 

该 规则 的 意思 是 。 ME x 论 域 中 的 所 有 元 
素 都 是 性 质 A, 则 论 域 中 的 任 一 元 素 也 有 性 质 A. 

(=) 全 称 量词 的 引入 


AY) 
(Vv x) ACx) 


这 规则 的 含意 是 ， 如 果 对 论 域 中 任 一 个 体 都 具有 
性 质 4,， 则 对 个 体 域 的 全 体 个 体 都 有 性 质 4。 注 
意 ， 这 里 y 必须 是 自由 变 元 ， 并 且 x 不 出 现在 
AC) 中 。 
(三 ) 存在 量词 的 消去 
(3 x)ACx) 
Aa) 
这 里 a 是 x 论 域 中 一 个 确定 的 一 个 体 项 ， 但 
a 不 出 现在 4A(x) 中 。 
(四 ) 存在 量词 的 引入 
w 22 。 


Ala) 
(3 x) A(x) 


这 里 只 要 求 * 不 在 4(c) 中 出 现 。 


5. 和 前 束 范式 定理 


谓词 公式 及 = B， 如 果 对 其 中 所 有 的 命题 给 
所 有 可 能 的 真 假 值 代入 ， 对 所 有 个 体 变量 取 某 论 
域 的 任何 元 素 ， 4,B 有 相同 的 真 假 值 ， 此 时 ， 
称 和 4 与 B 等 值 。 用 另 一 种 方式 说 ， 当 A 对 某 一 
赋值 为 真 时 ， 则 了 3 对 相同 的 赋值 亦 真 ， 反 之 ， 对 
B 的 某 一 赋值 为 真 ， 则 A 对 这 一 赋值 也 为 真 。 

定义 2.1 公式 和 具有 形式 

CQL) ++ (QsXw) B, 其 中 (@iXi) 或 为 (VY Xj)» 
RA (AX) His X, 均 为 相 异 变 元 ，B 中 不 
SHA, WR (Qx) (nx, By 4 的 前 束 范 
式 。 

下 面 的 一 些 等 值 公式 是 容易 用 前 述 的 推理 规 
则 加 以 证 明 的 ， 

《一 ) FAA A RS HAT, I 
(YX)A=A 《1) 
(AxA=A i (2) 

《二 ) 全 称 量词 和 存在 量词 的 转换 | 
WV) AC) =LA) C3) 


ICG LJA) = (VA (NACH) C4) 
(=) 车 4 不 包含 自由 变 元 X, 则 
Af (Qx) Bex) = (QX)ICAN BC(X)Y) (5) 
AYV (Qx) B(x) = (Qx) (AVB) (6) 
(四 ) 对 公式 A, BA: 
CV DAH) ACY 4) BCX) = CVX) (A(X) 


AB(x)) (7) 
CA DAC) V (3 x) BCX) = (G ©) Alx) 
V B¢x)) (8) 


(五 ) 对 不 同 约束 变 元 的 等 值 式 ， 
(Q,x) A(X) A QUY BY) = (Q,%) Y) 


(A(x) ABY) €9) 
(QX) A(x) V (QY) BY) = (01) (QW) 
(A(x) V BY) (10) 
再 注意 我 们 曾 证 明 过 的 等 值 式 ， 
A>B= AVB (11) 
AoB= (A->B)/ (B>A) = (AVE) 
= NAV 7B) ， (12) 
AoB= (AA B)V(1AA71B) (13) 
7 7AsA (14) 
(AA B)= TAV 1B (15) 
(AV B)= TAA TB (16) 
于 是 有 定理 。 


定理 2.1 《前 束 范式 定理 ) 
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任 一 谓词 公式 ， 总 存在 着 与 它 等 值 的 前 束 范 
式 。 
证 我 们 可 通过 以 下 各 步 ， 使 量词 逐步 都 放 
置 于 前 面 。 假 定 给 了 公式 4. 
CKA 中 某 些 变量 改 各。 以 为 我 们 使 用 
(9), (10) 式 。 
2 ”用 人 ，V， 丫 运算， 消去 一 > 和 < 一 >。 
3 ”通过 C3), (4), UO. d5), 
(16) B47” NFER FARE, 
. 4° 通过 (5 ) —— (10) 将 量词 都 放 在 整 
个 公式 的 左 端 。 Cj 
例 设 
A= TCV x) (Sy) F(a, 4,4) >(4 x) 
C1CV~Gy,b)>H(x) HD 
变换 可 由 以 下 几 步 ， 
A= 11C(YV XIDF (a, x,y) V (4x) 
CHICYDGYDVHOOD 
= (WX IDFCG, XDATCAX 
CCDG DVH 
= (Vx) (IYE a, x,y) \CVX) 
ICV PGY, bD VH) 
= (VX) (3DF(a,x, ACV x) 
CICV, bD ATH) 
=(VX)(AWF@,4,WACVX)CAYy) 
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E te me amen 8 oo TAR 8 hE rn MRS GCS E NR: 


CIG bJ 人 IH(X)) 

=(VX)CCAy) Pa,x,y AGY) 
LIGY DATH © 

= (YOLG PF la, x PAG 
CIG, DATH) 

=(VX)C5y) (ADCF a, X,Y) 
A 14G@,0 A TH) 

得 到 的 前 束 范式 By, 
B= (YOy (AALE (a, XIA Gz,b) 

A1HC)3 


* H o. 


二 “中国 剩余 定理 与 
拉 格 郎 日 定理 


在 以 后 的 论证 中 我 们 需要 数论 中 的 两 个 重要 
的 定理 ， 一 是 中 国 剩余 定理 ， 它 在 递归 画 数 的 某 
些 证 明 技巧 中 是 很 有 用 的 ， 著 名 已 故 数学 家 哥 德 
尔 最 先 使 用 了 中 国 剩 余 定理 。 

拉 格 郎 日 定理 是 说 任 一 自然 数 可 表 为 四 个 束 
数 的 平方 和 ， 由 于 这 一 定理 在 希 尔 伯 特 第 十 问题 
上 的 应 用 ， 这 一 “古老 ”的 定理 似乎 焕发 了 青 
春 。 


1。 中 国 剩余 定理 


关于 解 联 立 一 次 同 余 式 的 问题 ， 我 国 古代 的 
研究 有 着 光辉 的 一 页 ， 早 在 《孙子 算 经 》 一 书 中 
〈 纪 元 前 后 ) ， 曾 提出 并 解决 了 下 列 问题 

“ 今 有 物 不 知 其 数 ， 三 三 数 之 剩 二 ， 五 五 数 
ZHE, ttHXZA, ADIL. ZAZE 
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书 中 给 出 了 解法 ， 用 现代 初等 数论 的 表示 法 
是 ， 


解 联 立 同 余 式 ， 
X=2(mod 3) 
X==3(mod 5) 
X=2(mod 7) . 

其 解法 是 ， 若 一 数 用 3 除 余 a, 用 5 除 余 b H 
TRR c, 则 此 数 是 ， 
X=70a+21b+15¢ (mod 105) 
关于 这 一 解法 在 明 朝 程 大 位 的 《算法 统 宗 》 
一 书 中 有 一 首 歌谣 ， 
三 人 同行 七 十 稀 
五 树 梅 花 甘 一 枝 
ETARA 
除 百 零 五 便 得 知 
它 形 象 而 生动 地 描述 了 这 一 求解 算法 。 
孙子 以 后 ， 许 多 中 国 数学 家 把 孙子 的 问题 进 
一 步 推广 ， 总 结 出 中 外 驰名 的 中 国 剩 余 定理 。 
”定理 《中 国 剩余 定理 》 
令 Aslan, 是 任意 的 正 整 数 ， 且 令 712， 
Mrs oM, 是 两 两 互 索 的 一 个 序列 ， 那 么 一 定 存 
在 着 一 个 这 样 的 X, 
; X=a, (mod m,) 
X=a, (mod m,) 


X=a, (mod m,) 


证 
S mmm = M 
M;=M/m; G=1,2.--.”) 
则 (Mj,m;) =1 (J= 1,255) 
所 以 必 有 ?2 个 数 Qisas ay 使 得 
M,a,=1 (mod mr) (k= 1,2,.…,7) 
又 车 Ick, m) M, ， 
“ M,a,=0 (mod m), lek 


R= X Miaa; 

W 

R=M,a,a,=a, (mod m,) 

R= M,0,0,= 4, (mod m,) 

R=M,a,4,=4, (mod ™,) 
~ R EWE (1) 中 2 个 同 余 式 的 一 个 
解 。 l O 
显然 ， 解 x 可 以 假定 为 正 整 数 ， 这 是 因为 ， 
对 任意 一 个 解 y,， y+ kM CR= 051,250) . 
仍然 是 一 个 解 。 

Xo ln PER X 被 y 除 的 余数 ， 于 是 
上 述 的 联 立 同 余 式 还 可 写 为 ， 


Ta(X,M,) =a; G=1,2 N) 


2， 拉 格 郎 日 定理 


拉 格 部 日 定理 是 网 答 这 样 一 个 问题 ， 
一 个 自然 数 可 用 几 个 整数 的 平方 和 表示 呢 ? 
即 ， 我 们 对 任 一 自然 数 ， 最 少 用 下 面 集合 中 的 几 
个 元 素 之 和 表示 呢 ? 这 个 集合 S 是 ， 
S= {0,1,4,9,. ,Kk’,.….} 
类 似 前 问题 古代 数学 家 们 也 是 有 兴趣 的 ， 比 
如 ， 对 于 形 如 
TEED (k=1,2,) 


的 数 称 为 三 角 数 ， 人 们 也 问 ， 任 一 自然 数 可 以 用 
诸 三 角 数 的 和 表示 吗 ? 如 可 以 ， 最 少 需 要 几 个 ? 

这 个 有 趣 的 问题 是 被 费 马 解决 的 ， 费 马 证 明 
T: 

任 一 自然 数 可 用 三 个 三 角 数 之 和 来 表示 。 顺 
便 提 一 句 ， 著 名 的 大 难题 一 一 哥 德 巴赫 狂想 不 是 
也 有 相似 的 叙述 一 - 任 一 大 偶数 都 可 以 表 为 两 个 
素数 之 和 。 

这 类 数学 问题 ， 表 述 起 来 很 简单 ， 很 直观 ， 
但 证 明 起 来 就 不 容易 了 。 

定理 GRRE) 

每 一 个 自然 数 均 可 表 为 四 个 整数 的 平方 和 。. 
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一 个 很 容易 证 明 的 命题 是 ， 


存在 着 自然 数 ， 它 不 能 表 为 三 个 整数 的 平方 | 


和 。 这 只 要 找到 一 个 这 样 的 自然 数 即 可 。 我 们 发 
现 7 就 是 一 个 这 样 的 数 ， 它 的 最 短 的 表示 是 ， 
7=2+1+1+1 

这 说 明 拉 格 郎 日 定理 是 精确 刻 化 了 “一 个 自然 数 
表 为 诸 平方 数 之 和 ”这 一 数学 概念 . 

引 理 ”每 一 个 素数 均 能 表 为 四 个 整数 的 平方 
和 。 

证 因为 2= 1+1+0+0, 故 对 素数 2 的 情 
说 定理 成 立 ， 设 素数 psf2， 先 证 明 ， 

D 存在 着 整数 X,y,m HBT HMR 
成 立 ， 

1+ +y =mp, 0<m<p 

考虑 下 列 p+ 1 个 整数 


012s (254), -1, -1-1', 
Le 
因为 对 模 p 来 说 只 有 p 个 剩余 ， 放 有 两 个 整数 


X,Y 存在 ， 使 得 
x= —-1-y' (mod p) 


o<x< P- 


o<y< P= 


因此 有 1+2 +y = mp 
而 O<14¢x7+y'<142 a) <p 


故 0<m<p 

GD HORNA p 有 一 个 正 倍数 能 表 成 
四 个 整数 的 平方 和 ， 因 此 2 有 一 个 最 小 的 正 倍 数 
能 表 成 四 个 整数 的 平方 和 ， 我 们 把 它 写 成 ?nop， 
则 有 ， i 

M p= P + Xt N+ OCM PD C#) 
我 们 将 证 明 m,=1, 

首先 证 明 7z。 BAW. BAJERA, Bem, ' 
为 偶 的 ， 则 427,427,427, 是 偶 的 ， 罕 易 推 
haat 也 是 侦 的 ， 于 是 有 三 种 可 能 
的 情形 ， 

1° Xis Xas Xa X, 均 为 偶 的 

2° Kisla 均 为 奇 的 

3” 有 两 个 是 偶 的 ， 有 两 个 是 奇 的 ， 不 妨 假 - 
Æ Lot, 是 偶 的 ，X,,X， 是 奇 的 ， 但 是 

Ky t+ Krs Xi— Nyy Ky t Nyy Xy— XR, 


BEBK, TEK: 
pno- (538) (858) 


° Uo 


+ 
即 工 map 能 玫 成 四 个 整数 的 平方 和 ， 这 与 m 的 


意义 相 矛 盾 ， 故 m。 只 能 是 奇数 ， 
Be m>1, 则 m>3, H. 
+ 《Xis Krs XssX4)， 因 为 车 不 然 ， 由 ( o 
式 me imp 因而 m, |p， 这 与 1<m,<P MF 
Bo MHEHRS WENT Yrs Yr Y Yo tk 
得 下 列 式 子 成 立 ， 
Yi= x; (mod M), lyil < zie 
(i= 1,2,3,4) 
因此 ， OKY tyty y<i(im, y =m’, 
Yt y's + Yrs HYLE L, + + Xt EEO 
(mod. ™,) 
BE Prt Pot ys + Y= MM, KMM 
se (MM, (MP) = mMm, p 
又 ， 容 易 验 证 : 
(27,4 0, ¢ 03402) Y + 十 人) 
可 还 表 为 形式 2 2742342 ”9 这 称 之 为 欧 拉 恒 
SA. H 
(27, + Xt x", Le OY + Ya tyey D 
=Z 427+ 242", 
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HP, 
Z, = HY, + XY + XY + XY, 
Z2= XY2— Ys + XY ~ Hs 
Z, = XY = XY + KY. XY 
Z= Xi 一 i++ 一 oa 
于 是 有 ， 
2,=0 (mod mo) 
Z,=0 (mod ™,) 
Z,=0 (mod m,) 
Z,=0 (mod ™,) 
& z= mt; (4=1,25354), RAB momp 中 
Bs 
m m,p=am (8 tE, +t +t) 
< MmPp=P +P 40 +8, 
注意 到 0<m <m, Hm, HBRMFE, i 
m,=1, O 
主要 定理 证 明 ， 
因 0 = 0°+07+07+0°, 1 = 17+ 07+ 07+ 0’, 
西 对 任 一 大 于 工 的 自然 数 均 可 分 解 成 素数 的 连 乘 
积 ， 由 欧 拉 恒 等 式 及 上 述 引 理 ， 定 理 得 证 。 
有 了 这 个 定理 ， 关 于 讨论 一 个 刁 落 图 方程 有 
无 整数 解 可 归结 为 讨论 方程 有 无 自然 数 解 的 问 
题 ， 这 是 因为 ， 
l P(X,,…sX,) = Of BRAR 
. 36 。 


pE 二 要 十 1 二 03 
=0 有 整数 解 ， 在 以 后 的 讨论 中 ， 我 们 特别 关心 
方程 ，p(X,,…,Xn) = 0 有 无 正 整 数 解 的 问题 ， 
如 果 它 不 存在 一 个 算法 判定 有 无 解 ， 自 然 ， 希 氏 
第 十 问题 也 不 存在 算法 。 


EMRA 
Ko 


在 征服 希 氏 第 十 问题 的 征途 上 ， 最 终 的 一 步 
是 由 苏联 年 轻 的 数学 家 马 吉 雅 塞 维 奇 完成 的 ， 他 
在 1970 年 ， 年 仅 二 十 二 岁 ， 他 的 著名 的 论文 是 : 

《可 枚 举 集 是 刁 落 图 的 》 [6 3 ， 发 表 在 苏联 科 
学 院 院 报 上 。 

" HeREREIL, MEMREOLA ED 
的 性 质 ， 利 用 它 的 一 系列 性 质 ， 终 于 用 初等 方法 . 
完成 了 一 个 重要 的 定理 ， 

TRA EEE A BEA 
图 的 。 从 而 最 终 判 定 了 希 氏 第 十 问题 是 递归 不 可 
解 的 。 下 面 我 们 介绍 斐 波 那 契 数 。 


1。 辈 波 那 契 数列 


1, 1, 2, 3, 5, 8, ‘ee 
表示 为 数列 {Ua} M= 1,25), M 
f u=l, %,=1 
Unger = Up Unga (N= 1,23) 


称 为 斐 波 那 契 数 列 。 
+ 41 è 


为 了 讨论 方便 ， 有 时 我 们 需要 和 定义 to= 0， 
这 仍 满足 递归 关系 式 (1) ， 而 为 了 看 起 来 更 方 
便 和 直观 ， 有 时 我 们 也 用 FM RRB ?个 斐 波 
MRA. 
(一 ) 斐 波 那 契 数列 可 以 写 出 它 的 显 式 表达 
式 、 称 为 比 内 公式 ， | 
ETE 
V5 
(=) 容易 证 明 下 面 的 加 法 定理 ， 
Umen = Una sly + Ugg, (2) 
ATU (2) RURPRHBE, REH F 
面 一 个 引 理 : 
引 理 车 a 是 方程 
xX-x-1=0 的 一 个 根 ， 则 
=Upa tUg (M= 2,35) (3) 
FRU, 是 第 n 个 斐 波 那 契 数 。 
证 施 当 纳 于 7?。 
4n=2 kf, H =c+l，(3) 式 成 立 。 
4n=3 Hf, Hoa’ =a(a+l=a'+as2a+1 
o @=UAtU,, 《3) 式 成 立 。 
设 n=k, n=k+1, (3 ) 式 成 立 。 
即 at = Upa + Uy, 
a= Uy Gt UR 
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oe ae RH = uga + Upg- t Wea + Uy 


= ACU; + Uggs) + Ug t Uk) 


= Upset Ukr 
L tzaa 
=œ (1 +a} 
=a" +k 
$ att = Uppa + Ukr 
于 是 当 n=k+2 时 (3 ) 式 也 成 立 。 m 


现在 证 明 (2) A: 
~ am = Und + Umer 
A" = Unat Ung 
at Umer t Umen- 
而 a™"= a.a" 
= (Uma +Um-1) Upa 十 Un-1) 
= UmU’ + (Unnit Um-1Un)a 
十 Mnmr-iLn-i 
= (UnUn + Unni + Um ply) @ 
+ Ut, + Um Une 1 
so Umana t Umini = Umlln + Umr- t Um-sUin) a 
+UmUn + Umaleaas 
比较 等 式 两 端 并 注意 c 的 无 理性 有 ， 
Uman = UmUn + Ung, + Um Un 
= Un HUn CUm t Um) 


UU yey t+ Umeike 口 


(=) 两 个 相 邻 斐 波 那 契 数 的 平方 和 仍 是 一 
AER APRA. 

BA (2) 式 容易 导出 ， 

Wop-i= Wr + UW pag 

在 (2) H, $ m=k~-1,n=k 即 得 出 。 

(四 ) 斐 波 那 契 数 的 倒数 表达 式 。 

我 们 发 现 关 于 斐 波 那 契 数 的 一 个 美妙 的 倒数 
表达 式 ， 而 它 的 证 明 并 不 困难 ， 

#k 为 偶数 ， 则 


1 1 ,1 1 (4) 
Uk Ukri Ukaz Ups rUee2 
证 


对 〈4) 式 经 变换 可 成 下 式 ， 
Ug+Uk-1— UW, = 1 (*) 
为 证 明 〈* ) 式 ， 施 归纳 于 k. 
4 k= 2 时 ， 容 易 验 证 〈* ) 式 是 正确 的 ， 
G k=0l 时 (1=1,2,…),《*) 式 成 立 ， 即 
Urtsa- Uy = 1 
则 当 k=2l+ 2 时 有 : 
121+322131 一 人 aft2 
= (Uns t Uzt) Uzt U zta 
= Urun + Wai Wren 
= Uri — Uzei 
= W41- Uri Ua 
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Wg Untar + C1 Unta) 
= Uza Cza — Wats) ~ Wara + 1 
= Uzun ~ Uzat l 
=1 
从 而 对 k= 21+ 2 时 命题 也 成 立 。 口 
E) 辈 波 那 奥 数 的 界 。 
从 (一) 中， 我们 看 到 斐 波 那 契 数 是 一 种 具 
有 宕 增长 速度 ， 然 而 容易 证 明 下 面 的 命题 ， 
C1) Urara?" (5) 
(2) Un<s* (6) 
证 (5) 式 用 归纳 法 是 容易 的 ， 对 于 
C6) ， 用 归纳 法 时 注意 偶 角 标 韭 波 那 契 数 的 递 
归 表 达 式 ， 
Urk +i = JUa — Une 


而 这 直达 式 本 身 的 正确 性 更 是 容易 验证 的 。 
2. 秋波 那 奥 数 的 可 除 性 


首先 我 们 证 明 ， 

(一 ) 若 dk, i) ug fur. 

我 们 给 出 《一 ) 的 一 个 构造 性 证 明 ， 即 给 出 - 
RN BA RAR MALATE. 

定理 # k=dr (kd, r 为 正 整 数 ,d,y 不 
是 1)》 , TU i 


oe ee 


Pon 


H = Fyer Ua PU gtp- 
Ua 


izg 
证 由 (3) RA: 
a¥ = Ua + Uy, 
a= Uaa + Ug, 
aT = (War + Ug) 
= Uga" +C, (Uaa) Uaa 
+07) (uga) wy toe 
+07 (Uad itiga t e + Ura 
由 u iuta ai 


=U U g Upit Upi) 


(7) 


(8) 


= CUa U g Upa + CUT W Upi 


Rv a =a" =U, +U; 


(9) 


He 的 无 理性 以 及 比较 (8), (9) 中 a HR 


RA : 
rm] 
Ux = Yorug Uia Meg 
了 一 0 


rel 


. Wx — 一 ) 
= 》icaruar G+ Us Up; 


oe 
Wa 


i=8 


(=) 若 ualu, H de2, 则 dik. 


口 


证 对 Q=1, 是 不 证 自明 的 ， 今 令 Gd>3, 若 


Ual ur 而 dtk, WW k 可 表示 为 ， 
k=gd+?, 其 中 0<r<d 
46 . 


利用 (2) 式 的 如 法 定理 可 得 出 ， 
Uy = UagaUr + Ugg-idrt Ugi pmi 

ER, S Ual trs Ual Ug € (一) PETE, 
BRU, Ual Ugi-itrs 但 因 tga 与 Wu-: AR GR 
邻 两 个 斐 波 那 契 数 互 素 是 不 难 证 明 的 )， 所 以 : 
Ual Uys ER o<r<dHike d=2 CAP wa:1), 
这 是 不 可 能 的 ， 由 导出 的 矛盾 使 该 命题 得 证 ， 

(=) + F(X) 表示 第 X 个 斐 波 那 契 数 ， 我 
们 证 明 下 面 的 引 理 ， 

对 X>(0 且 0<u<z,4 

Du, XZ) = (2- u) F(xu- 1 :FOX) 

+F(xu) F(x -1) 

那么 F(X) HHRH F(X) Oe, x, 2) 

证 对 4 旅 归纳 法 。 首 先 当 4= 1 时 ， 我 们 
有 : 

BDI,X,2) = Z2F(X-1) F(x) 

由 F(X) 和 F(X 一 1) 是 互 素 的 ， 得 出 命题 成 立 。 
E w= 时 成 立 ， 我 们 看 u=0+ 1 时 。 为 此 ， 我 
们 希望 借助 于 OW, Xx,2) 来 表示 PU, X, Z), 为 
此 目的 ， 我 们 用 加 法 定理 容易 得 到 ， 

F(xu-1) = F(xv-1+2) 

= F(xv) F(x) + F(xv-1) 
F(x—1) 
F(XWU) = F(XV + x) 
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= F(xv + DF (xX) + F(XD)Y 
F(X—1) 
FXV+ 1) = FCXV + F(XV 1) 
使 用 这 些 恒等式 ， 由 BC(,X,2) 的 定义 。 不 难得 
出 O(u,x,2z)  O(v,%,Z) 的 关系 式 : 
(u, X, Z) = PWV, %X,2)F(*-1) 
+M. EOE) 
这 里 M=(2-u)F(x)+F(%-1), H i, F 
意 到 相 邻 两 个 斐 波 那 契 数 是 互 素 的 以 及 本 节 的 
《一 ) ， 我 们 得 到 ， 
(F(%))’ | Dcu, xz) 4AM (Ex) | 
PW, X, Z) 
由 归纳 假设 命题 得 证 。 
(>) S32 ”对 所 有 的 xX 和 y， 若 (F(x))*| 
F(R Fx) y. 
i 我们 假设 y>x>2, 否则 那些 情况 都 是 
不 证 自明 的 。 
BE FOO)’ FY), WFO FM, 由 
.《 二 ) 我 们 有 Y=X%, 这 里 z>1. 使 用 《〈 三 ) 中 
的 引 理 ， 我 们 令 ww =z 有 ， 
F(x)| z 当 且 仅 当 (F(X)) Fez) F(x - 1) 
于 是 F(X)| ,所 以 F(X)| 2 得 证 。 
(五 ) SH MAN ye (x) y, 
BAC (x) | FY). 
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证 对 y=0 是 成 立 的 ， 我 们 设 yoo. 

如 果 xF) yar, RA *>0 HBA 
42>0 使 y= xz。 因此 F(x) z Hh (=) 中 
的 引 理 有 (F 4=2): 

CE Cx) Fy Fx- 1) 
但 由 于 F(X) 与 F(X--1) BARN, 
s EOV EO) oO 


3. LP REN NB 


(一 ) 我 们 首先 证 明 关 于 斐 波 那 契 数 满足 一 
个 刁 落 图 方程 的 引 理 . 
方程 w~uv—v' = 14 AALS RP x 
使 u=FOX+DH va Fx), 
证 容易 用 归纳 法 证 明 
(F(X+1))’— Fe) F (4+ 1) - (FCX))* 
‘= (~-1)* 
令 HBR, Me x= 2k, 则 有 
u=F(2k+1), v= FOk) ie 
w—uv—v'=1 成 立 。 
又 ， 车 Ww,2 是 满足 方程 


(w uv- v) =l, u>0 (10) 
那么 ， 对 某 个 tH., 
U=F(X+1), v= F(X) (11) 
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RN MAA Fu +o, 
对 2=0 时 ， A u=1,R X=0 HM, BR 
v=F(0)=0,u=2F(1)=1 (RAT Fo) 
= 0 的 定义 ) . 
现在 假定 V>0, WA uSv, Ai u'-uv 
-VHR RNS u'=v,v'=u-v, Ast, 
yau'+v', V=U', 将 4,2 代入 到 (10) R, 我 
们 得 到 
(u? 一 2 一 2 
又 ， 由 假设 u'=v>0, AAu’'+v’su<ury, 
我 们 可 以 由 归纳 假设 得 出 ， 对 某 个 Ys 
u'=F(y+1), v=FY) 
Ei, RRA 
w=F(y+1)+FQM)=F(y+2), 
v=F(y+1) 
AZ (11) AM X=y+1 也 成 立 ， 
注意 到 由 w-uv-v'=1 可 推出 (uuv 
-v')*=1 a 
(=) F Pnl Y) RR-TH 然 数 上 的 函 
数 : ER xX 被 y 除 的 正 余数 为 值 RF). 
318 4 d= (2b) + 了 (2b+ 2)， 我 们 有 x 
pm(F (2X),d) =F(2X) 若 b>0 且 x< 
b+1 (12) 
ym(F (2X), d) =d -F (4b ~- 2% +2) 
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b<x<a2b (13) 
YmCF (2(% + 2b + 1)),d) = Ym CF (2%), d) 
(14) 
其 中 (14) 式 是 说 函数 ynCF(2X),G) 以 20+ 1% 
半期 。 
证 O) 式 是 显然 的 ， 因 为 这 种 情况 下 
F(2x)<d 
为 了 证 明 (13) ， 在 所 述 的 条 件 下 我 们 发 现 ， 
0<F(b)<d—F(4b-2x%4+2)<d-F(2)<d 
因此 ， 只 要 证 明 下 面 的 同 余 式 就 足够 了 ， 
F(2x) = - F(ab-2x+2) (mod d) (15) 
(对 b<x<oab), 
我 们 施 归 纳 法 于 X。 对 X=5b 和 X=5+1 从 
(15) 由 d WEA ERS, xe 等 于 z 和 
Z+1, (15) 式 成 立 ， 我 们 看 X= z+ on, 
w Fz +4) = 3F (224 2) - F(2z) 
s F(2z+4)= -3FGb- 22) + F(4b- 27+ 2) 
(mod d) 
RM’ F(4b- 22+2)= 3F(4b- 22) - Fe4b 
~ 22-2) 
c F(22+4)= - F(4b- 22-2) (mod d) 
s (15) 式 对 X%=z+2 也 成 立 。 从 而 (15》 
AX bX<25 痢 成 立 (实际 上 对 b<x<2b+1 
也 成 立 ) 。 口 


Ci 此 外 ， 我 们 还 指出 ， 《15〉 式 对 X<b 也 是 
成 立 的 ;因为 在 这 种 情况 下 ， 我 们 令 u=2b-x 
"+l, FE b+i<u<2b+1, (15) RPH u R 
# BEHER, Wu = 20- Z+I 代 入 到 
F(2u)= ~F(4b—2u+2) (mod d) 
有 
F(4b-2%+2)=-F(2x) (mod d) 
这 同样 是 (15) sh, 
WYER O) ， 我 们 只 需 证 U) a 
F(2x+4b+2)=F(2x) (mod d) (14) 
我 们 施 归 纳 于 Xx, 当 %= 0 时， 我 们 应 指出 
F(4b+2)=0 i 
BABE (15) 式 中 令 X=0 即 可 。 
对 X=1， 我 们 必须 指出 GMDb+4) 三 1. 在 
(15) 式 中 ， 置 = 25b, 我 们 得 到 F(450) 三 -1, 但 
是 由 于 ， 
P(4b +4) = 3F (40+ 2) — Fb) =0- (-1) 
三 1 
对 归纳 步 我 们 置 Xx=z+2 并 再 次 使 用 连续 偶 角 
EK BRR BIE KAM BE. 
《三 》 我 们 先 定义 一 个 二 元 辅助 函数 g， 
g(w,0)=0 
g@W,1)=1 (16) 
gw, X + 2) = wg(w,x+1)—g(w,x) 
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我 们 只 对 wee glu. BMRB, WF 
Ai w, ARWEN OAF x), gCw,X+ 了 D> 
g(w,X), 

EH ado ， 用 归纳 于 x 容易 看 出 

g(w,x)=x (mod w-2), 对 w>2 (17) 
还 用 归纳 于 x 容易 看 出 : 

F(2x)=g(w,x) (mod w-3), 对 WwW>2 
| (18) 

下 面 的 引 理 类 似 于 本 节 的 〈 一 ) 。 

12 4 w>2, RATHATARE 是 等 价 


的 ， 
2 一 20UDT2=1， UKV (19) 
对 于 某 个 x, 
u=g(w,Xx) A v=g(w,x+1) (20) 


证 (20) 一 >(19) 是 容易 的 ， 使 用 (16) 及 
施 归纳 于 xX 即 可 。 

为 证 明 (19) 一 (20)、 我 们 施 归纳 于 wv 一 
4 这 由 4 和 2 看 出 ， 它 是 正 的 。 

对 =0, 由 (19》 导 出 w=1， 所 以 X= 0 时 ， 
(20) 式 成 立 。 

MES (19) 式 对 u>o RY, E 新 安排 
(19) Riga: 

wW=al+v(wu-—v), OLUSKV 

HERPE O<wu-v<u, 4 u'swu-v, 
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si EBBE ee 


v=eu, BA u=, vawrs'-u'’, 把 tv 代入 
a aD, RNA: x 
UWUV +v’ =1 
X, RNB, w=wu-v<u=v, AT 
WVU =VL (W = IJV LUW- u 
我 们 可 以 用 我 们 的 归纳 假设 得 到 有 某 个 Ys 
u' = g(W,y) Hv’ =g(w,y+1) 
Ak, u=g(w, y+ DEEN (16) 有 
v= g(w,y + 2) 
因此 (20) X x-y +BY. 
本 章 的 关于 斐 波 那 契 数 的 性 质 ， 多 数 在 后 面 
的 浆 节 要 用 到 ， 这 是 我 们 不 惜 花费 一 定 的 篇 幅 来 
描述 这 些 的 目的 所 在 。 
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贝尔 方程 


五 


1. 阿 基 米 德 分 牛 问题 


我 们 已 经 提 到 ， 关 于 刁 落 图 方程 的 研究 是 很 
古老 的 ， 可 是 那些 年 代 多 是 一 些 具体 的 数学 问 
题 ， 而 往往 又 有 一 些 故 事情 节 和 趣味 性 。 

贝尔 方程 是 一 类 特殊 的 刁 落 图 方程 ， 在 没有 
正式 描述 这 类 方程 前 ， 我 们 看 看 一 个 古老 的 数学 
趣 题 ， 它 是 公元 前 三 世纪 的 希 脐 数 学 家 阿 基 米 德 
提出 的 ， 称 为 阿 基 米 德 分 牛 问题 ， 

太阳 神 有 一 群 牛 ， 由 白 、 黑 、 花 、 棕 四 种 颜 
色 的 公 、 母 牛 组 成 。 在 公牛 中 ， 白 牛 数 多 于 棕 牛 


数 ， 多 出 之 数 相当 于 黑 牛 的 ( 士 + 二 )， 黑 牛 数 多 


于 棕 牛 数 ， 多 出 之 数 相当 于 花 牛 数 的 ( 工 + 于) 
花 牛 数 多 于 棕 牛 数 ， 多 出 之 数 相 当 于 白 牛 数 的 


(+7). | 
AR, Fa eee REL +), 
暴 牛 数 是 全 体 花 牛 数 的 ( 工 + 2), ， 兹 牛 数 是 全 体 
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BEB t+ 二)， 棕 后 数 是 全 体 白 牛 数 的 《于 
+7) 

问 这 牛 群 是 怎样 组 成 的 ? 

这 个 题目 看 来 并 不 很 难 ， 人 们 把 它 称 作 阿 基 
米 德 问题 是 考虑 到 他 的 辉煌 成 就 ， 以 及 他 把 这 个 
分 牛 问题 献 给 二 希腊 后 期 的 著名 学 者 埃 拉 托 斯 散 
这 一 事实 . 

这 一 分 牛 问题 的 更 完整 的 形式 被 菜 辛 于 1773 
年 发 现 ， 这 是 一 个 希腊 文 手 抄本 ， 该 题 由 22 组 对 
偶 句 组 成 ， 

“朋友 ,请 准确 无 误 地 数 一 数 太阳 神 的 牛 群 
要 数 得 十 分 仔细 ， 如 果 你 自 兴 为 还 有 几 分 联 明 ， 
多 少 头 牛 在 西西 里 岛 章 地 上 吃 过 草 ， 它 们 分 为 四 
群 ， 在 那里 来 往 忠 步 。…… 当 所 有 黑白 公牛 齐集 
在 一 起 ， 就 排出 一 个 阵 形 ， 纵 横 相等 ,辽阔 的 本 
西里 原野 ， 布 满 大 量 的 公牛 ， 当 棕色 公牛 与 花 公 
牛 在 一 起 ， 便 排 成 一 个 三 角形 ， 一 头 公牛 站 在 三 
角形 顶端 ， 棕 色 公牛 无 一 头 掉队 ， 花 公牛 也 头头 
在 场 ,这 里 没 有 一 头 牛 和 它们 的 毛色 不 同 ,……” 

加 上 了 这 儿 行 关于 公牛 的 美丽 画面 ， 问 题 变 
得 玲 多 了 ， 这 是 阿 基 米 德 分 牛 问题 的 完整 题 意 . 

让 我 们 分 析 -- 下 这 个 问题 ， 它 可 有 8 个 未 知 
数 来 刻画 四 种 颜色 及 公牛 、 母 牛 ， 由 题 意 可 列 出 
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7 个 方程 ， 又 有 某 些 公牛 排 戌 方 阵 ， 另 一 些 公 生 
排 成 三 角形 又 得 到 必须 满足 的 附 m 条 件 ， 如 令 
X.Y,Z,T SWRA, BR. HE. BRANES 
数 ， 则 附加 条 件 表示 为 ， 
X+Y=M’ C1) 
Z+7=-AG+D (2) 


(1) RAR X+Y 是 一 个 完全 平方 数 ， 而 
C2) WRZ +T 是 一 个 三 角 数 。 
这 个 牛 问题 可 化 为 一 个 二 次 刁 落 图 方程 ， 
X — 47294944Y =1 (3) 
这 个 方程 的 最 小 解 x 是 45 位 数 ，y 是 41 位 
数 ， 面 对 应 于 Z,Y 这 些 值 的 牛 问题 的 最 小 解 的 数 
字 也 是 异常 大 的 ， 都 是 多 少 万 亿 只 牛 ， 而 题 中 皂 
述 的 西西 里 岛 上 和 牛 的 活动 场面 简直 是 不 可 能 的 : 
因为 这 个 小 岛 的 面积 不 过 35500 平 方 公里， 人们 
PRWEB WH A AK. 
方程 〈3 ) 叫做 贝尔 方程 ， 它 的 一 般 形式 是 
x- Ny =1 
这 里 N 是 非 完全 平方 数 。 否则、 方程 是 没 
什么 意思 的 》 
贝尔 〈1611 一 1685) ， 是 一 个 伟大 的 学 者 和 
教师 ， 十 几 岁 就 进入 剑桥 的 一 个 学 院 学 习 ， 曾 任 
数学 教授 ，1663 年 他 当选 为 皇家 学 会 会 员 。 
。 58 o 


页 尔 本 人 并 未 对 贝尔 方程 做 过 深入 的 研究 ， 
而 费 马 和 拉客 郎 日 倒 做 出 了 不 小 贡献 。 


2. ARAB 


员 尔 方程 的 提出 和 讨论 已 有 儿 百 年 甚至 更 远 
的 历史 ， 然 而 ， 当 冲击 希 尔 伯 特 第 十 问题 时 ， 人 
- 们 却 拿 起 了 这 个 武器 ， 鲁 宾 示 在 1952 年 首先 深入 
地 研究 了 贝尔 方程 ， 它 的 丰富 的 性 质 使 得 曾 宾 示 
几乎 证 明了 和 考 函 数 可 以 表示 成 若干 个 刁 落 图 方程 
组 。 

贝尔 方程 的 解 有 着 很 丰富 的 性 质 ， 有 些 甚至 
和 斐 波 那 契 数 的 人 性质 很 相似 ， 重 宾 逊 利用 这 一 武 
器 得 到 许多 成 果 ， 成 为 突破 希 尔 伯 特 第 十 问题 的 
第 一 大 进展 。 

下 面 我 们 将 详细 的 研究 贝尔 方程 解 的 性 质 ， 
进行 较 细 的 推演 ， 我 们 从 下 面 的 贝尔 方程 《1 》- 
入 手 。 

| #-dy'=1, x,y>0 

 @=a?-1, a>1 

注意 到 ， 方 程 (1) AR 

X=1 y=0 


(1) 


x= y=1 
TERNAS- HAMRI, Coal 
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E ci) Aye RASTER. 
引 理 1 “不 存在 整数 〈 正 的 ， 负 的 或 零 ) 
Xs;y, 它 满足 方程 (1), E 
— 1caey/d<a+/d 
证 # 1<xiy/d<a+Jd 
则 由 1=(a+./d)(a—./d) 
= (X+ YVI- yd) 
i xyi -一 一 
. xX- yJ/d 


a+./d= 


a-/d 


a 1<—t_<—_! 
x-yJj/d a-Jd 
2 Xoy jäi 
-x+y/d>-1 
又 a-VSd<u-y Jd 
~a+/J/a>-x+y/d 
~ -1<¢-x4yJ/d<-atJjd 
0<2y/d<2n/d- 
“ 0<Yy<1 
这 与 假设 Jy 为 整数 相 矛 盾 . 口 
引 理 2 车 x,y 及 XY 是 (1) 的 整数 
解 ， 则 令 
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aay" /d = (ery / DL ty’ Jd) 
MRA, x,y" 也 是 〈《1 ) 的 一 组 整数 解 。. 

证 x" ey" /d = (2+ yy d) (X + yd) 
容易 得 出 ，z —y"Jd= 2- ys D(X -YY 
BAHRA: 

(X) -AYY = -dy S- dy) 

=1 
所 以 ， x,y" hE C1) 的 整数 解 。 

定义 ”对 于 v>o, a>, %,(@)> Yala) H 

FE Ms 

Xala) + Yn la d= (at+/d)” 
在 以 后 的 叙述 中 ， 在 不 致 混淆 的 情况 下 ， 常 常用 
KasYn 代替 XaCa) yn(a)。 

SHES Xssya 是 《1》 的 解 。 

证 应 用 引 理 2 并 用 归纳 法 立刻 得 证 。 

引 理 4 44,y 是 〈1) 的 一 个 非 负 解 ， 那 
么 ， 一 定 存在 着 某 个 UA: 

X= Xns Y=Yn 

证 由 于 X+YyVd>1, 又 因为 序列 (a+ VO) 
是 无 限 增长 的 ， 因 而 ， 对 某 一 个 n 宇 0 有 ， 

(a+ Vda yJ/d<(atr/d)™! 

如 车 命题 不 成 立 ， 即 等 式 不 能 成 立 ， 于 是 有 。 

Kat Yn VALEH YAK Kat Yd Y 

(a+ v/d) 
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用 Xat Yur OBR, A 


1<-2t/ car yT 
Xat Yrs/d 


注意 到 (Xn+ynVd XEn-Y/d)=1, ERB 
As 
1< (xt uJ dx, Yan/ d<at Jd 
e 1< (0X, - YY nd) + (Xny 
-XH /d<at+/d 
SM =H, YYady Y'= CY- XY, 
则 可 以 验证 Xx',y 是 方程 C1) 的 一 个 解 ， 
(XK, — yy)? — dXnY - LY)’ 
= HX," -— 2XYX Yrd + Yd dX 
= 2XYXnYn + X*Y,*) 
= xX, +Y Yr X — Ga 
= Xa (X — dy’) - Yd (X - dy’) 
= Xn ~ Yn d= 1 
于 是 有 ， 
1<x' +y’ d<La+ d 
其 中 x, y 是 (1) 的 一 个 解 ， 这 与 引 理 工 矛 
盾 。 CO 
引 理 5 MEA) 
Xmen = XmXnt AYnYs 
Yn+n = XnYmt XmYn 
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证 
Kmsn t Ynsn/ d= (a+ /dy™** 
~ (a+ yd)”. (a+ JA)" 


(XmXn + dYnYn) 
(HY + LnY n/a 
因此 ， 
Emin = XnXn + dy mYn 
Ym+n = TnYmt Xn na 
KU, WA; 
Emon = Xp Xn — AYmYn 


Ym-n = Ky Ym — XnYn 


这 可 由 ; 
(Xm-nt Yna A) (Kat Ysa/d ) 
= Xn t Yma/ a 
ee Xmont Ynn d= n+ Yad ) 
(Xn Ynr/d) 
Ema + Ymon d= EnEn — nln) 
+ XYm— EaY A 
于 是 可 立即 导出 


引 理 6 Yer = QYn + Xm 
Xnz1 = AXm + dyn 
证 由 引 理 5 ， 令 n=1 有 ， 
Ymsi = XYm E Xnys 
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Emt Yn DXn + Yad ) 


注意 到 r =a, Y= 
Ym+1 = AYm E Xm 
对 第 二 个 式 子 可 类 似 地 证 明 。 
令 (Xs, 四 表示 X,Y 的 最 大 公约 数 ， 我 们 有 ， 

引 理 7 (sy )=1, 即 方程 《1 ) 的 解 的 
两 个 分 量 是 互 素 的 。 

证 dix, (FS | ?表示 整除 ) 且 qd ]y。 
那么 d xu- dys; 由 于 Xr dyr = ls 

^ djl, Bp d=1 口 

引 理 8 Yn Yak 

证 WHARF k, kal 时 ， 命 题 显然 成 
立 ， 若 k= Mm 已 成 立 , 应 用 加 法 定理 〈 引 理 5 ) ， 

Ynent = KnYnmt Xrondn 
WHARE Yal Yam 于 是 Yal ys 所 以 对 有 = 
+1 命题 也 成 立 ， - 口 

引 理 9 yx ly 当 且 仅 当 vit, 

证 当 nti, KasA Ya lys MAR 
MABE, WRy. lyr Ml nlt WETA, B 
E yn We 但 n+t, 于 是 可 把 t 表示 为 ， 

t=ng+r, 0<r<n 
于 是 有 ”= XiYng + Maar 
又 由 于 Yn go 所 以 Yn 1Xnoyr， 但 是 《yn， Lng) = 
1, (BN lyn d |xXws 那 么 由 引 理 8 ，d [Yngs 
又 由 引 理 7 ， 导 出 4= 1。) 因此 y; |y;， 但 因为 
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?<1， 我 们 有 YY OXR HIM 6 容易 
AW) ， FPA. 
引 理 10 
Yar = RX Y CMmod(y)’) 
证 Xat Yard = (a+ VD 
= (Xn + Yr GO 


‘ok 
= ， ool ni a 
le 


eo Une = 5 Jar, iy,idt- 00 
aie 


Bes 


注意 到 ， 在 这 一 展开 式 中 ， 除 了 j= 1, 对 j>3 的 
奇数 。 各 分 项 均 含有 不 低 于 YD, W j= 4 时 ， 
Ys 展开 式 的 第 一 项 为 ; 
kx y, 
ee Yu=kx,''y, (mod (y, 
引 理 11 Ya (Yay, 
证 由 引 理 10， 令 k=y,4, 
Yay, Yr En! Cnodcy,)') 
oe Y'n Yay, 
引 理 12 车 Ys Wes BAY, It, 
证 Yn lye 
“Yn lib 由 习 理 9 
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a nit 
& t=nk, 
Yn Wak 
H5110, 
Yur =Kkx,*'y, (mod(y,)’) 
有 Un kx," Yn 
Bp Yal Xe 
由 引 理 7， (Yay Xs) = 1 
©. Yn lk, AG Yt. C] 
51813 Xny1= 20X,- Kps 
Yn+1 = 20Yn 一 nr- 
证 由 引 理 6 有 ， 
Xns1= AX, + Gan 
Xn = GX_— Yn 
we Xnrit+ Xn = 2AX, 
即 Xi= 2QX 一 Xi 
同 理 ， Yn+1ı = Wnt Ka 
Yn-1= Yn- Xn 
ce Yns1+ Ya-1= 22Yn 
Ynt = 28Yn— Yn- 
对 于 方程 (1 ) 的 解 ， 我 们 已 经 知道 最 初 的 两 个 
解 ， 让 我 们 分 别 记 为 ， 
Xo=1, yo=0 
X=a, Y=] 
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在 以 下 的 关于 方程 解 的 性 质 的 讨论 中 ， 我 们 往往 
用 归纳 法 证 明 ， 要 用 到 上 面 的 事实 。 
引 理 14 y,=n (mod a-1) 
证 对 7=0,1 时 ， 同 余 式 保持 ， 若 对 n= 
k-1, k HARAR, M 
Yrke = 20Yk— Yk- 
=2Y.—-Ye-. (Ha=1 (mod a- 1)) 
=2k-(k-1) (8 BARE) 
=k+1 (mod a—1) 
从 而 同 余 式 对 n= 大 + 1 时 也 成 立 ， oD 
31815 # a=b (mod c)， 那 么 ， 对 所 有 
Bn, 
X, (a) =X, (b) (mod c) 
yn(a)=y,(b) (mod c) 
证 ”n=0,1 时 ， 同 余 式 成 立 ， 这 是 容易 验 


° 1 三 1 (mod c) 
.Xu(a) 三 X0(D) (mod c) 
< a=b (modc) 
x(a=x (b )(mod cy) 
县 由 于 yo = 0，2/ = ] 均 为 常数 ， 对 加 的 同 余 式 更 
是 明显 的 ， | 
车 n=k-1, 上 同 余 式 成 立 ， 则 
Yrri(Q) = 244, CA) ~ Yr- (0) 
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= 2by; (b) ~ Yr- ©) (mod c) 
=Yr+ (b) 
所 以 ， 对 n=k+ IT 时 同 余 式 也 成 立 。 对 %s 的 同 
余 式 的 证 明 ， 方 法 完全 相同 . 
引 理 16 n 和 ys AA. 
证 ”上册 下 理 13 有 : 
: Yn+i = 20Yn ~ Yrs 
“Ynti=Yn-1 (mod 2) 
o än 为 偶 的 有 
yn=Yo=0 (mod 2) 
当 ?为 奇 的 有 
Yn=Y,= 1 (mod 2) 
515217 
Xala) — Ya CA) (a — Y) = y"(mod2ay — y + 1) 
证 由 于 %-y(a-y)=1, 
%,-Y,(a~y) =y 
所 以 对 n= 0,1 时 命题 成 立 。 
假设 对 n= 下 -1,K 时 命题 成 立 ， 对 n=k+1 时 ， 
hea. Ykla- Y) = 2aL Xr ~Y la- Y) 
-Cki Yk- a Y) 
=2ay*- y"! (mod 2ay—y*~1) 
=y (2ay ~ 1) 
注意 到 2ay-l=y* (mod 2ay-1~y") 
氏 入 上 式 有 ， 
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Xr Yn la- y Eyy 
. =y""! (mod 2ay-y'-1) 
即 对 于 n=k + INGEE. g 
引 理 18 对 所 有 的 No Yann dYr>Nn, 
证 由 引 理 6 并 注意 到 y-0>0, 立刻 得 
证 。 Ci 
513219 对 所 有 的 n, 
Xn41(2) >X, (A) >a 
X,(@) < (2a)" 
证 ”由 引 理 6 和 13 
ALn la) EX (a) < (24) X,(a) 
用 归纳 法 立刻 可 得 出 结果 。 
下 面 是 序列 x; 中 的 某 些 周期 性 质 ， 
引 理 20 X22j 二 一 Xj} (mod x,) 
证 出 引 理 5 有 ， 
Konsi = CnXntj + dyYnYnrj 
=dy,(y,Xj+X_%X;) (mod Xy) 
=dy x; (mod Xx). 
= (X; ~ 1); 
=- xj (mod X,) 口 
引 理 21 Xnij 尘 X; (mod X,) 
证 ”由 引 理 20 有 : (4ntj=2n+ (ont) 
Xnti= — Xinzj=Xj (mod Xy) 
5122 
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车 x= x; (mod x,), i<j<2n, n>0 
那么 i= 除非 4=2, n=1, i=0 及 j=2 
证 首先 假定 % 是 奇 的 且 令 
q=(%,-1)/2 
MAR 
=o $< G41, 一 qd+2 -1 01 Qq 1 9 
ER x, 的 互 不 同 余 的 完全 剩余 系 。 由 引 理 19 
有 ， 
L= XLE Nn 


应 用 引 理 6 Er <0 /AS 5 En AAN 


又 由 引 理 20， 数 
Xntis MA+29 9 Kan-19 Kin 
WHR x, 相应 的 同 余 于 
= Kn-is — Nn2g sg TE — Xo= 一 1 
因此 ， 数 Kos 129 WH, 是 彼此 不 同 
余 的 。 这 就 给 出 了 所 需 的 结果 。 
TH, Bitr, 是 偶 的 并 令 g= Ya/2， 在 这 种 
情况 下 ， 数 
一 +1 一 G+2 mo 一 1 0 1 9 一 1 9 
ERR xX。 互 不 同 余 的 完全 剩余 系 。(** -q=q 
”mod x,), 同 上 所 述 有 Yo-: 和 9, 因 此 结果 也 如 同 
上 述 得 出 ， 只 是 有 一 例外 情况 ， 
Ka-1 = Q= Xs/2, 使 得 Xn, 三 -qmod XX;)， 
rs 4 


在 这 一 情况 下 ， i=n-1l, j=n+1 与 我 们 的 结 
RAFA. (HSH 6 有 ， 
Xa = QCXn-:+ Ayn 
所 以 ， 由 X= 2x2o_ 可 导出 C=2， Yai 0 Rp 
%=1。 所 以 结果 仅 对 a=2, n=l, 
i=0，j=2 失效 。 | 口 
引 理 23 
车 Xj=%;, (mod x,), n>0, OLIEN IK 
j<4n, BA, 或 j=i 或 j=an-i, 
证 首先 假设 j<2n, 那么 由 引 理 22 有 jai 
(除非 特殊 情况 出 现 ) ， 因 为 这 0， 所 以 这 特殊 
情况 只 当 j= 0 才 发 生 ， 但 此 时 
i= 2>1= 7 这 与 inf M. 
另 一 方面 ， 著 j>on, ST = 4 一 j 使 
0<J<2n 

由 引 理 21 有 XJ 圭 Xj=X; (mod Xx,) 

再 次 应 用 引 理 22， 并 注意 此 时 i,J>0, 引 理 22 之 

意外 情况 不 会 发 生 ， 所 以 有 

J-i ， 

于 是 t=4n-j, j=4n-i 已 
引 理 24 车 0<i<nH x;=x, (mod x,) 
那么 j= +i (mod 4n) 

证 i j=ang+J, (<J<an) 
由 引 理 21， 
® 3I2 °? 


x=xj=xy (mod Xp) 
H523 

i-JRi=4n-] 
所 以 ja J= +imod 4n) 
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六 JERES ERR 


1. AHEM 


在 引进 刁 沙 图 集 这 一 概念 之 前 ， 我 们 先 直观 
的 看 某 些 自然 数 集合 六 的 子 集 。 
(1) 偶数 的 集合 E， 
E={0,2,4,.…} 
(2) 奇数 的 集合 DD， 
D= {1,3,5,7,.…} 
(3) 斐 波 那 奥 数 的 集合 Fi 
F = {1,2,3,558,---} 
《4 )》 合 数 的 集合 C: 
C={4,6,8,9,10,，…} 
(5) 素数 的 集合 P: 
P={2,3,5,7,."…} 
《6) 26 CE) 方 赛 的 集合 T: 
T = {2,4,8,16,32,..} 
等 等 ， 我 们 还 可 以 举 出 更 多 例子 。 
让 我 们 分 析 一 下 这 些 集合 的 性 质 ， 
第 一 它们 都 是 无 穷 集 ， 由 于 可 以 和 NN 建立 
1 一 1 对 应 ， 所 以 都 是 可 数 无 穷 集 。 
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第 二 是 任 给 一 个 自然 数 mzmma 是 否 属于 这 些 
中 的 一 个 集合 是 可 以 知道 的 ， 即 在 有 穷 步 内 可 判 
定 出 这 一 事实 . 

第 三 是 这 些 集合 的 “复杂 ”程度 不 一 ， 即 产 
生 这 一 集合 的 过 程 〈 函 数 》 是 有 着 难 易 之 分 的 。 

如 产生 奇数 的 函数 可 写 为 

fx) = 27+1， D= {00s fA), f(s} 

PPA SEE RAR A 

gE) (Ey 


9 


ro- C3 Te 
F={F(1),F(2),F(3),-"} 
《在 集合 中 ， 相 同 的 元 素 合并 ) 
至 于 用 一 个 函数 产生 素数 ， 则 是 相当 复杂 
A, FORA “SR? CIRE), ZAPRE 
一 个 个 素数 也 是 在 有 穷 步 可 以 完成 的 ， 但 可 见 其 
复杂 程度 。 
对 于 (6) ， 它 的 特点 是 增长 快 ， 从 增长 速 
度 的 观点 来 看 函数 的 复杂 度 ， 自 然 〈6 ) 也 不 能 
算 简 单 的 ， 后 面 我 们 会 看 到 它 的 复杂 性 。 
我 们 通过 上 述 几 个 例子 看 到 ，X 的 某 些 子 集 
是 由 一 个 性 质 或 谓词 P(X) 来 刻画 的 ， 即 对 子 集 
SCN, 有 
S= {x |P(x)} 


或 XE S<>P(X) 如 下 图 所 示 ， 


S 中 元 有 P 性 质 


下 面 我 们 来 定义 刁 湾 图 集 ， 它 是 和 多 项 式 紧 
密 相 关 的 。 

定义 1 P(X,,X，…,X#) 称 为 一 个 多 项 式 ， 
如 果 P(CX,，…,Xk) 可 表示 为 函数 


D liipin pia 


这 里 Quyi 是 整数 〈 正 整数 ， 负 整数 ， 零 ) ， 
而 变 元 zx，…Xr 的 变 域 是 N, 
定义 2 一 个 正 整 数 的 有 序 1 元 组 的 集合 S 
称 做 刁 藩 图 的 ， 如 果 存 在 一 个 整 系数 多 项 式 
PCZo s Kns Yis gm 这 里 如 世 0, 任 给 一 个 % 元 
组 Zi，…Xo> 属 于 S 当 且 仅 当 存 在 正 整数 Y,…， 
ym 使 
P(X Tn dis Ym) -0 
我 们 用 符号 “所 之 "表示 “ 当 且 仅 当 ”， 借 所 


于 逻辑 符号 ， 和 集合 S 和 多 项 式 P 之 间 的 关系 可 
BA: 
Xs En) CSS (IYr Yn) 
CPC 1929 Lng Vis" Ym) = 02 
或 等 价 的 写 为 ， 
S= {Xs Ta [CA Yis Ym EP Xs 
XasYis Ym) = 03} 
”下 面 举 几 个 刁 藩 图 集 的 例子 ， 
@ 合 数 的 集合 ， 
XESE>(IY, LX= (Y+1) (2+1)) 
GD 非 2 的 方 宏 的 集合 
HESE>(Fy, X=Y22+ 1)) 
Gil) 正 整 数 上 的 序 关 系 ， 即 集合 
{TX |X<y}, {<X,y>| <y} 
ROY SS (424+ 2=Y) 
sxy > (42)(%4+2-1=y) 
Civ) 可 除 性 关系 ， 即 集合 { 《XY,y》 |x] 9}: 
Xx|y<>(32) (ZXZ=2) 
《) 偶 角 标 非 波 那 契 数 的 集合 ， 即 
S= {UU Uys Uyy oo} 
= {1,3,8,21,---} 
HESS (Sy) GX + 4=) 
这 -表示 式 从 斐 波 那 契 数 的 性 质 ，《〈 见 第 四 章 ， 
3) 
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zaxriytar 《k=1,2，…) 满 足 方程 
u- uv-v'=i 
Ep u’- uv- (0 +1)=0 
其 判别 式 4 必 为 一 完全 平方 数 ， 即 存在 着 m 
使 v +A 1) =m 
2 572 二 4= m 
从 而 Wa Me. 
(Vi) 《X,Yy,2) 的 集合 W CHA 
Y jy 且 X<Z, RAIN Fs 
x YY (3 4) (y =xu), 
XCZe> (50) = X40) 
“X,Y 2 CWS > (IJU VILY = xu)? | 
+ (Z2-%-v)'*=0) . 
注意 到 这 一 技巧 是 完全 一 般 的 ， 在 定义 一 个 
刁 洲 图 集 时 ， 对 多 项 式 的 联 立 方程 组 
P,=0, P,=0,.…, P,=0 
”可 以 用 单一 的 一 个 方程 来 替代 ， 
P’ + Pht --+P*,=0 
这 从 逻辑 上 容易 看 出 : 
《〈 习 7 TILP, = 0J& CA Sis ° Sn)LP, = 0) 
IT Tae Sip tto Sm) CP’, + P*2 = 0) 
对 于 “或 ” (V) ， 也 有 类 似 的 性 质 ， 
CAT ys TACP, = OV CA Sis Sm)CP, = 0) 
<> (A Tiss Tm S19 Sm) CPP, = 0) 
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这 就 意味 着 对 产生 刁 落 图 集 的 表达 式 间 使 用 与 . 
《&) 和 ,或 (V) 产 生出 的 表达 式 仍 定义 一 个 刁 藩 
SER 

(Vii) ER MBRBW RS. 

XESS C3 4,vyl Ww -uv—-v'=1) 

&(x=uV x=v)] 

HTFTODPRNEHHT “&”,“V" ÆTTA 
随意 用 的 ， 因 而 这 个 集合 也 是 刁 藩 图 集 ， 

对 于 素数 集合 是 刁 蓝 图 的 这 件 事 证 明 起 来 并 
不 容易 ， 表 面 上 它 只 是 “ 合 数 ”的 否定 〔 稍 差 一 
个 特殊 的 “1”)， 实 际 上 ，“ 非 ”( 门 ， 一) 运算 
对 刁 落 图 集 并 不 是 封闭 的 ， 一 个 集合 和 它 的 补 集 
既 使 都 是 刁 落 图 的 ， 但 证 明 它 们 的 难度 会 有 天 壤 
之 别 ， 2 的 方 竹 的 集合 及 其 补 集 都 是 刁 洲 图 的 ， 
但 证 明 前 者 却 异 常 困难 ,下 一 章 会 看 到 这 一 点 . 同 
样 ， 证 明 素 数 集 是 刁 医 图 的 还 依赖 于 一 个 极 重要 
的 定理 。 


2。 刁 沙 图 函数 


我 们 以 后 把 一 个 函数 理解 为 自 变量 是 正 整 
数 ， 函 数值 也 是 正 整数 。 
“定义 一 个 n 元 函数 f(xX,，…,X,) 称 为 是 刁 
HER, wE | 
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{Xasta Las Y Y= Cist Xn)} 

是 一 个 习 沙 图 集 ， 即 ，f 是 刁 藩 图 的 ， 如 果 它 的 
图 是 刁 藩 图 的 。 

以 后 我 们 会 回答 ， 什 么 函数 是 刁 蓝图 的 ， 

(一 ) 配对 函数 

在 递归 函数 论 中 ， 有 一 配对 函数 的 技巧 是 必 
不 可 少 的 ,我 们 会 看 到 , 它 实质 上 是 建立 和 Nx 和 ~ 
NN 上 的 一 一 对 应 ， 这 里 我 们 建立 NN* x N++N* 上 
的 一 一 对 应 ，N*+ 是 正 整 数 集 。 为 此 ， 我 们 列 出 
一 个 对 应 三 角形 ， 


Y 
AN 1 2 3 4 5 6 7 :… 
XN 


3 6 10 > 
5 9 >» 


M me 


wo N QONA UNBE 
è 
N ë 


Bp 1<—<1, 1> 
2<-><2, 1> 
3<-—><1, 2> 
4<—><3, 1? 
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5<—>《<2, 29) 
6<—<1, 3> 
7<—><4, 1> 
8<—><3, 2? 
9 <—<2, 3> 
10<—><1, 4> 
我 们 把 上 面 的 对 应 可 记 为 ， 
Z4—> (HY? 
下 面 我 们 技 出 这 一 对 应 关系 的 事 达 式 。 
首先 ， 我 们 定义 三 角 数 Tn), 


TCD =1+2+34 ens AED 


Ti) 的 名 字 是 由 于 它 可 排列 成 三 角形 点 阵 ， 例 
如 前 几 个 三 角 数 及 其 点 阵 如 下 ， 


RIAD Tin) 是 递增 的 ， 所 以 ， 对 每 个 正 
整数 zs, 总 存在 着 唯一 的 n 二 0 
T(n) <ZETON+1D) = Tn) +n+1 
于 是 2 可 唯一 的 表示 为 
Z=T(n) +y; Ent+1 
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由 y 志 n+1 有 y<ni2, & X= (n4+2)—-y 
FRA n=X+y-2 


oe Z=T(X+ Y—2)4+y 
z- Gry D+Y 2 +y 
& P(X,y)= TH+ y—2) +Y 
又 可 由 2 唯一 地 决定 xy pHi 
x=L(Z), y= R(2) 


RAWL), RC), PC, WREABA BK. 
因为 : 


Z= P(X,y) Sp 2z= (K+ Y-2) (H+ Y-1) 
+2y 

x= LZ)S> (A PLZ = (X+Y- 2 T+Y 
~1)+2y) 

y= RZD) SS (AA) = (X +Y- 2) (X 4+Y 
-1) +294) 


这 里 显然 还 有 L2, YSZ, 于 是 我 们 可 有 下 面 的 
定理 。 | 


定理 6.1 《配对 函数 定理 》 


存在 车 这 样 的 习 落 图 函数 P(X,y), LO), 
R(2), 


(1) 对 所 有 的 X,Yy, LCP (x,y)) aX, 
R(P(%,y)) =y WH 


(2) 对 所 有 的 z, PCL(2),R(z)) = 2, L2) 
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<z, R(2)<z, 

这 一 定理 最 早 康 托 用 于 证 明 有 理 数 与 整数 是 
一 样 多 的 ， 而 为 后 人 精确 刻 化 了 。 

(=) 序列 数 定理 

下 面 我 们 利用 中 国 剩余 定理 及 配对 函数 证 明 
一 个 很 有 用 的 定理 。 

我 们 定义 一 个 函数 Su): 

S@,u) = W, 这 里 2 是 唯一 这 样 的 正 整 数 ， 
w=L(u) (mod 1+iR(u)) 
w<i1+iR(u) 

OH, wWAL(u) RH 1+iRCw) 除 的 正 余数 。 
定理 6.2 《序列 数 定理 ) 

存在 着 一 个 这 样 的 刁 蘑 图 函数 SG,u), 

(1) SG,u)<u 
C2) 对 于 任 一 序列 4a,,4,，…,an， 存 在 着 
一 个 这 样 的 数 u, 
Sli u) =a;, 1<i<N 
WE 先 证 明 S(i,w》 是 刁 落 图 的 。 由 上 面 的 
ELH, SGU) = 色 当 且 仅 当 以 下 方程 组 有 一 个 
mr 
2U= (X+Y-2)(K+y-1) + 2y 
V=W+2(14 iy) 
l+iy=w+v-l 
这 是 由 于 ut x, ym, x= Lu), y= 
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Ru), XERE 

L&W) =w +2z(1+iR(u)) 
wi: LU) 被 1+iRU) 除 的 正 余数 ， 而 第 三 式 
即 

1+iR(W) > 
由 我 们 前 面倒 述 的 关于 刁 落 图 方程 组 的 定理 ， 可 
以 看 出 S(i,w) 是 刁 落 图 的 。 

X, SG,u)<LU) <u, 4 auran 是 给 

定 的 一 个 数列 ， 选 取 某 一 数 YEK Tay, …*ar 且 
被 1 2，…… 六 所 除 尽 的 ， 则 

1+Yy, 14+ 2Y,-+51+ Ny 
是 一 个 互 素 的 数列 ， 这 是 因为 ， 若 dli+iy H 
dl1+ iy, i<j, MA dCi + iy) -iC + jy) 3B 
dij-i, 所 以 4<N， 这 导出 diy, BRARd= 1, 
则 是 不 可 能 的 。 于 是 我 们 可 以 应 用 中 国 剩 余 定 
理 ， 得 到 这 样 的 Xx， 

x=a, (mod 1+y) 

x=a, (mod 1+ 2y) 


X=ay (mod 1+ Ny) 

& u=P(%,y) SFU c=L(u), y= Ru) H 
a;=L(u) (mod 1+ iR(u)) 
(i=1,2,.…, N) _ 

H w<g= R(u)<1+iRu), FERE 


pe ARE URES pe RR = 


Ci = S(i,u) ` GI 
3. SREB 


正 整 数 刁 藩 图 集 一 个 重要 特性 是 由 普 特 南 于 
1960 年 给 出 了 ， 它 使 我 们 对 习 落 图 集 有 了 深刻 而 
直观 的 认识 。 

定理 6.3 ”一 个 正 整数 集 S 是 刁 藩 图 的 当 且 
仅 当 存在 一 个 多 项 式 P, S 恰 是 P 的 正 整 数值 
IK, 

证 ” 若 有 一 个 多 项 式 P(X,,…,Xm)，S 恰 是 
卫 的 正 整 数值 域 ， 于 是 

HE SSS (A Xrom = P(X eg Tm) 
MU, S 是 一 个 刁 落 图 集 。 

反之 ， 若 S 是 一 个 正 整数 的 刁 葡 图 集 ， 令 

LESS (IXs Xn) 

COCE Xito Xn) = 0 

令 P(X, Xs, Tm) = HO L OX, Hy 9-06 Km) I 
则 P 就 是 我 们 所 求 的 那个 多 项 式 . 这 是 因为 ， 车 
XES, 选 择 X1,…,Xm 使 

Q(X yXy5 +15 Nn) =0 
IWA, P(X, Xis Xn) = XX, 所以,，X 是 在 卫 的 
值 域 中 . 另 一 方面 ， 若 

2Z= P(X, Xi Xn), Z>0 
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l 
… Xm) 必 成 为 零 ， 否 则 
BAO hy OX, Xi Xm) <0 


口 
Az, ZaX, 于 是 LES. 
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t FAREJE 


oe PARE REUSE URE EE RE RNR =a e Le 


一 个 多 项 式 PCa Yas» Ym) s M 
CA Yrs Ym EP CX s Tn Yi Ym) = 03 
称 做 刁 藩 图 谓词 ， 
如 果 我 们 把 多 项 式 P HERS HE 负 分 
类 ， 则 可 产生 两 个 具有 正 整 系数 的 多 项 式 P,,P,， 
使 PCE Ens Yrs Ym) = 0 等 价 于 
P(X" ,Xn Yrs st 9Ym) = Pa Nis Cny 
Ys Yn) 
于 是 刁 洲 图 谓词 还 可 如 下 定义 ， 
定义 令 Plss Kns Yis" Yn) Q(X 
XnsYi9"…9Ym) 《mM 之 0) 是 正 整 系数 多 项 式 ， 则 
CA Yis YLP Xs Xn Yrs Ym) 
SQLs Kas Yis Ym) 
叫做 刁 落 图 谓词 。 
我 们 看 到 ， 上 述 定义 中 的 多 项 式 只 需 用 自然 
数 ， 变 元 ，+，x，= ， 来 产生 ， 而 刁 藩 图 谓词 则 
再 加 上 一 条 ， 可 使 用 存在 量词 。 
自然 我 们 会 问 ， 由 自然 数 ，+，x， 存 在 量词 
《 变 元 积 “= ”是 可 使 用 的 ) SR” MBSR 
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西 ? 这 实质 上 是 反映 刁 蓝图 谓词 ( 刁 落 图 集 ) 类 
”有 多 么 大 。 这 涉及 到 了 希 尔 伯 特 第 ;十 问题 的 核 
心 。 

1952 年 ， 沉 睡 多 年 的 希 尔 伯 特 第 十 问题 有 了 
第 一 次 重大 进展 ， 美 国 数学 家 鲁 宾 吉 在 一 个 假定 
条 件 下 证 明了 短 函 数 是 刁 落 图 的 ， 

BRM EH: C1) 

谓词 a =P 可 用 谓词 e+ y=z, x-y = z 和 任 
一 具有 指数 级 增长 的 二 目 谓词 p(2, 幼 存在 的 定 
义 。 

这 里 这 一 指数 级 增长 的 谓词 (或 关系 )p(X， 
D 的 存在 称 为 鲁 宾 逊 假设 ， 它 满足 下 面 两 个 条 
件 ， 并 且 是 刁 葡 图 的 : 

(1) (VHD (oY) YLI) 

(2) (VE (I3XY Cox, y) & yer") 

用 我 们 现在 的 语言 解释 这 个 定理 是 说 ， 用 加 
， 法 、 乘 法 及 一 个 具有 指数 级 增长 的 二 目 谓词 (或 
称 二 元 关系 ) ， 并 可 使 用 存在 量词 可 定义 出 等 函 
数 ， 

这 个 定理 是 鲁 宾 逊 在 企图 证 明 攻 函数 是 刁 芒 
KM, FI, ROBART, eRe 
@LABAR 谓词 ) 时 又 可 多 许 使 用 ， 从 而 问 
题 的 疑点 在 于 这 一 指数 级 增长 的 二 元 刁 医 图 关系 
是 否 存 在 。 从 而 人 们 在 开始 寻找 满足 鲁 宾 进 假设 

.94 。 


的 这 一 谓词 . 
过 了 几 年， 戴 维 斯 、 普 特 南 、 重 宾 逊 于 1961 
年 义 有 了 重大 突破 ， 他 〈 她 ) 们 证 明了 : 

定理 C 5 ] 

任何 递归 可 枚 举 集 都 是 指数 刁 落 图 的 。 

这 里 所 谓 指数 刁 洲 图 的 是 指 可 通过 下 面 的 方 

式 来 定义 谓词 或 函数 ， 

CA Uys Uns Vista Dns Wis >We LP (Xi, 
terg Xing Uas ns Dig ttg Vag Wis ts Wa) 
=0& u, =V Pe + Bu, = V8) 

上 面 这 个 结果 是 十 分 重要 的 ， 实 际 上 ， 只 要 

把 定理 中 “指数 刁 藩 图 的 ”的 中 的 “指数 ”二 字 
去 掉 ， 希 尔 伯 特 第 十 问题 就 会 迎刃而解 ， 任 给 一 
个 刁 藩 图 方程 ， 它 是 否 可 解 是 不 存在 一 个 算法 
的 。 或 称 希 尔 伯 特 第 十 问题 是 递归 不 可 解 的 。 

上 述 定理 最 初 是 由 戴 维 斯 和 普 特 青 得 到 ， 基 

于 他 们 1958 年 的 结果 ， 除 利用 了 他 们 的 结果 ， 还 
利用 了 一 个 迄今 未 能 证 明 的 数论 候 设 ， 存 在 着 具 
有 任意 有 限 长 度 的 全 由 素数 组 成 的 算术 级 数 。 稍 
后 ， 重 宾 逊 参加 进来 ， 她 发 现 上 述 数论 假设 是 不 
必要 的 ， 并 大 大 简化 了 全 部 证 明 。 

从 上 面 这 个 定理 我 们 看 出 ， 通 向 成 功 之 路 是 

解决 短 函 数 是 忆 落 图 的 ， 而 这 一 点 又 必须 找到 一 
个 满足 鲁 宾 逊 假设 的 刁 藩 图 谓词 。 
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人 们 大 约 寻 找 了 十 年 ， 才 被 苏联 数学 家 马 吉 
雅 塞 维 奇 幸运 地 找到 了 ， 他 找到 的 不 是 别 的 ， 正 
是 斐 波 那 契 数 ， 我 们 将 证 明 集 合 

D = {u,v |v=ay,&uS2} 
《这 里 a, 是 第 24 PER BRR) 
是 刁 藩 图 的 且 满 足 鲁 宾 还 假设 ， 从 而 希 氏 第 十 问 
题 这 一 难题 ， 人 们 经 过 七 十 年 的 努力 ， 终 于 于 
1970 年 解决 了 。 


1。 偶 角 标 释 波 那 贺 函数 是 习 沙 图 的 


我 们 首先 从 历史 的 本 来 面目 ， 证 明 最 重要 的 
一 个 定理 ， 它 是 鲁 宾 避 假 设 的 一 个 例证 ， 是 添补 
了 由 戴 维 斯 、 鲁 宾 进 、 普 特 南 建立 的 宏伟 矿石 的 ， 
— PRE. | 

定理 7.1 ( 马 吉 雅 塞 维 奇 ) [ 6 ] 

F(2%) 是 第 2X SER MBB, My = 了 (22) 
EJER. 

证 ”我们 指出 ， 对 任何 数 L,Y F (2X) =Yy 当 
且 仅 当 存在 着 数 1,5,t,u,v, w 使 下 面 (iD 一 一 
《Vii) 成 立 ， 

G) *x<y<t 

Gi) ¢-tz-z7=1 

dil r’-2rs—4s'=1 
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div) tjr 
Cv) w=3+ (48+ NS 
WD wW-wuve4+ev'al 
(vii) x= y,,(Ust) 
Wil) Y=Vn(u,4S47) 
我 们 将 利用 第 四 意 的 结果 证 明 这 个 定理 。 
首先 假定 ， 对 给 的 Lry ERK S bt Uy 
Vz WE RH (i)— (ii) 
由 第 四 章 3， (一 ) ， 从 (ii， 对 某 & 有 
t= F(a) 
从 (ii), 对 某 5b 有 
r=F(2b+1) 
2s=F(2b) 
由 (VD) 及 第 四 章 3，〈 三 )》， 对 某 c 有 
UW= gw,c) 
令 d=F(2b) + F(2b+ 2) 
于 是 我 们 有 
d= 2F (2b) + F(2b+1) = 4S 十 9 
由 WiD RNA 
| Y= Yml CWC) d) 
由 第 四 章 《〈《18)》 RA 
F(2c)=g(w,c) (mod w—3) 
由 CV), 
W=3+ 48+7)S=34ds 
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所 以 得 到 
F(2c)=g(w,c) (mod ds) 
F(2c)=g(w,c) (mod d) 
因此 有 
y=7nCF (2c), d) 
& ci 20+ 1 RAH 9 和 余数 e, 即 
c=q-(2b+1)+4+e, eb 
由 第 四 章 3 ， (=) 
~ c=e (mod 2b+1) 
e Y=Pm(F Ge), d) 
我 们 想 知 道 e 的 更 精确 的 范围 ， 即 
eb 还 是 b<e<20b 
车 b<e<2b, 由 第 四 章 3 ，( 二 ) 有 
y=d-—F(4b-2e+ 1) 2d - F(2b) 
= F(2b+2) 
但 由 GAL Civ) 
y<t<r= F(2b+ 1)<F(2b+2) 
这 是 不 可 能 的 ， 所 以 有 e<b, 

4 6=0, 则 d=FO)+F=1, ARN 
有 Y=YF(2e),1)=0,3 H (i) 得 出 和 =0, 因 
而 y= F (2x) Ror. 

我 们 可 假定 O>0, 由 第 四 章 3， (二 ) 有 - 
y= F(2e) — 
我 们 应 指出 Y= e。 若 e=0， 则 y= 了 (0) = 0， 再 

。 98 o 


次 从 (GD 看 出 X =0。 若 e>0, 由 第 四 章 1 (五 》 
及 OFA 
e<2 -<F(20) = y<t 
由 《Vij 我 们 有 
X= YmU t) = Vm(g WwW, 0),t) 
但 由 (i 让 一 一 (V) 容 易 验 证 tlw-2 (Co Clr, 有 
tir, X. 7’~ 27S=1+45’, 
c. [LAAS 
由 WwW-2=1+ (4S+r)s=1+4S+rTS 
e EILAS HTS, 2. t|w-2), 
因此 ， 由 第 四 章 3 ，《〈 三 》 有 
X= Vmn(Cyt) . 
(KM tlw-2, g(w,x)=x (mod w-2), RH 
ei 
g(w,cy=c mod t 
F(a)=1 (mod 3), 因 而 t=1(mod 3) H. t(24x 
+1)-1=0 (mod 3), 这 就 得 出 F(t(24X + 1) 
-也 是 偶 的 。 令 


r= F(x+ 1D)。s= 二 PCGH24z+ D-D 
” (24% 41) F (24x + 1] (24048 


由 第 四 章 2 ，《 五 》 有 
l (E (24x +1)) FC (24% + 11) 
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B flr, Sit Civ) Fie. 
接 下 去 ， 如 〈v) 指 出 的 选择 woth 
U=Qg(W,Xx), Vagiw, XTX+1) 

HAMB3, (=), WHR. 

正如 本 定理 证 明 的 前 一 部 分 ， 我 们 从 cid 
— (WV) Bi 2- 2。 又 由 第 四 章 3 ， (=) 
A: 

Ym(Ust) = Yn(Q(Ws%) ot) = Ym (Xt) 

oe Pm(GCW5C) E) = VmCCyt) 
又 ， 因 为 t=F(a) 以 及 ?=F(2b -+ 1), 我 们 从 第 
Wee, (W) 有 tj2b+ 1, 又 由 于 我 们 知道 eE< 
t, 我 们 有 

X=pn(Ct) = Png (204 1) + e,t) =e 
这 正 是 我 们 所 和 需要 的 。 

现在 证 另 一 个 方向 。 令 X,Y 有 F(2X) =Y, 
我 们 寻找 TSt uV, Zw 满足 D— iii), 

我 们 选择 

t= F(24x%+1), Z=F (24x) 

很 清楚 ，(i 是 满足 的 。 又 ， 由 第 四 章 3 ，( 一 )， 
《i) 也 满足 。 

从 斐 波 那 契 数 的 定义 ， 阁 易 看 出 焉 (C) AA 
的 当 且 仅 当 4 二 0 (mod 3), 因 此 ，t 是 奇 的 。 还 
容易 看 到 ， 如 果 a=1 (mod 8) ,那么 但 由 CD, 
RALE, 因而 ym《X%,t) =x, (vil) AWA. 
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BR, HO) A 4s+7])w-3, LEHE 3, 
《二 ) 有 
pm(Us4S+7)= Pm(g(WsX),45+7) 


= Pn(P(2X),48+ 7) 
He, Fx) =y, 而 由 OM GNA y<ast+r, 
Bo Yan Cust 7) =y, (VID BE. 口 


注意 ， 这 里 用 到 的 余数 函数 Pay) BA 
WAM, IMEI z= pn(X,y) EA WER 

Z= Yny) > (Au) LT=uUy+2) 

& (2<y)) 

我 们 还 指出 ， 容 易 证 明 y= 玉 (2%) 中 ， 一 个 
分 量 是 对 另 一 分 量 有 闭 指 数 级 的 增长 ， 从 而 y= 
F(2x) 是 满足 鲁 宾 逊 假设 条 件 的 ， 用 简单 的 归纳 
法 就 可 完成 这 一 点 。 


2. FAREJE BK 


我 们 基于 贝尔 方程 的 人 性质， 证 明 短 函 数 是 忆 
藩 图 的 ， 这 是 鲁 宾 示 的 工作 。 
考虑 下 面 一 个 刁 薄 图 方程 组 
G) x (a De=1 
Git) w- (a?-1)v*=1 
dii) s’ — (0-1) =1 
(iv) very’ 


‘lle 


(v) b=1+4py=a+qu 
(VD s=X+cu 
Wil) t=k+4(d-Dy 
(vii) y=k+e-1 | 
那么 ， 我 们 会 证 明 ， 贝 尔 方程 的 解 可 以 用 这 一 忆 
落 图 方程 组 宕 示 ， 从 而 证 明了 它 的 习 落 图 性 ，。 
定理 7.2 
HAER a,x, ka>, RA G)— viii) 
在 变量 YU VS, t, b, r, PIQC, dse 中 有 解 当 且 
仅 当 X = xa), 
证 首先 令 方程 组 (让 一 (viii) 有 人 解 ， 由 (Vv) 
有 b>a>1 
其 次 ， 由 (iD,(ii,(iiiy 及 第 五 章 引 理 4 〈 记 为 
5"4， 以 下 同 ) ， 存 在 着 ? 力 %>>0 使 
X=X(4), Y= y;(Q) 
WU= Xa), V=y,(a) 
Sa X;(b), t=y;(b) 
h Gv), yx<v, AA i<n, 
由 《VD 和 (Vi) 产生 同 余 式 ， 
b=a (mod ~x,(a)) 
xib) =x; la) (mod x,(a)) 
由 引 理 5. 15， 还 得 到 
xib) =x;(a) (mod x,(a)) 
代入 有 ， 
。102。 


Xi(a) 三 xD {mod Xa(@)) 
由 引 理 5*24 有 ， 

j= ti (mod 4n) 
其 次 ， 由 方程 dv) very’ 可 得 : 

(y,(a))* yaa) 
又 由 引 理 5.12 有 

y;(a)| 2 
H CD Ar 

j= +i (mod 4y;(@)) 
.由 方程 (V), 有 

b=1 (mod 4y,(a)) 

s. 4y;(a) |o-1 

由 引 理 5.14， 

y;(b)=j (mod b-1) 

s. y;b)=j (mod 4y;(4)) 

由 方程 (Cii, 

yi(b) =k (mod 4y;(a)) 
Me C2), (3). (404 

k= +i (mod 4y;,(a)) 
由 方程 (iil 

k<yi(a) 
并 由 引 理 5.18 有 ， 

i<y,(a) 


又 因为 数 


(1) 


(2) 


(3) 


(5) 
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~2Y 41, -2Y+ 2s rg — 15051, ° 9 2Y 
构成 一 个 对 模 4y=4y,(@) 的 一 个 互 不 同 余 的 完 
. 全 系 ， 由 此 得 出 ，〈( 5 ) 式 必 有 Kk =i。 因 而 
x= XVa) = XVa). 
反之 ,车 x=%,(),4 Y=yr(a), 因此 (i) 
式 成 立 。 令 m= 2ky,(a), 34 
U= Xm(C)，0= Zr(a) 
那么 ，《〈 边 式 满 足 。 由 引 理 5,9 和 5.11， 
y ws. 
这 是 因为 2 = yn(c) = Yorycor(@)» AMT RAT AT 
选择 7 满足 〈iv) 式 。 又 由 引 理 5.16,2 是 倡 的 ， 
而 2 必 为 奇 的 ， 且 由 引 理 5.7 有 (xs 2) =1， 由 此 
推出 (w,4yv) = 1， 这 是 因为 ， 如 车 不 然 ， 令 了 
wus 4g 的 素 因 子 ， 因 是 奇 的 ， 所 以 p ly， 由 
于 yjp, 有 P|v, 这 与 ,2 互 案 巴 盾 。 
由 中 国 剩余 定理 ， 我 们 可 以 找到 bas Ftp, 
b,=1 (mod 4y) © 
b,=a (mod w) 
于 是 
b,+4juy=1 (mod ay) 
b,+4juy=a (mod u) 
& b=b,+4juy, FARRER p,q 有 ， 
b-1=4yp 
b-a=qu 


* 104 > 


Bp b=1+4yp=a+qu 
于 是 存在 着 6,P,9 而 满足 《WD) 式 。 
令 s=%,(b), t=y,(b), W GD RWE. 
由 b>a, s=x,(b)>%,(a)=% . 
由 (W 式 b=a+qu 有 - 
b=a (mod u) 
由 引 理 5.15 有 ， 
ED Es) (mod u) . 
即 s=x (mod u) — | 
所 以 ， 可 选择 c 而 满足 Wi), 
S=X + Cu 
Hy 315-18, tok, 且 由 引 理 5 l, 
t=k (mod b- 1) 
由 (WD) 式 ， 因 4y 是 5-1 的 一 个 因子 ， 所 以 有 
t=k (mod 4y) 
因而 可 选择 d 而 满足 (vii) 式 ， 
= tek+ad-Dy 
再 次 使 用 引 理 5.18， 有 ySk, 因而 令 
e=y-k+1 
可 满足 (viiD R. O 
推论 7.3 函数 
g(2,k) = x,(2+1) 
AGEN. 
证 EABATBA 人 一 (Viii 中 增加 一 
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个 : 


(s) a=2+1 


HEBER, C), D 一 Will) 有 解 当 且 仅 当 
X= X,(a) =g(2,k), FRBM I 的 一 个 刁 藩 图 定 
义 可 使 用 我 们 曾 叙 述 过 的 九 个 多 项 式 的 平方 和 胡 


不 。 


口 
最 后 ， 我 们 来 证 明 下 面 的 定理 。 
定理 7.4 HRAh(n,k) =n 是 刁 落 图 的 。 
首先 建立 下 面 的 不 等 式 ; 
引 理 1 
# a>y', MA 2ay-y'-1>y". 
证 # y=1， 由 4 之 2 有 
gay—y’-1=2a-2=2(a-lS2>y 
车 y>2, k=1%; 
2ay-y'-1>2y°-yel=y-1>y 


对 于 k22, yoos: 


程 ， 


2ay - y >2y -y = y*C2y-1) > +1 
2. 2ay =y -= 1>y* 口 
现在 在 方程 (一 (viii) 上 增添 下 面 四 个 方 


Gx) (xX-ya-D-m)’= (f -1)'Caan 
~n'-1)? 


(x) m+g=2an-n'-1 


(x) wsaenthekel 
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(xii) a- w- Dw- z= 
51382 
mean 当 且 仅 当 方程 组 (i) 一 (Xi) 在 其 余 的 
变量 中 有 解 ， 
证 假定 个 一 (XiD 成 立 ， 由 Xi, wo 区 
此 ，Go- Dz>0， 且 由 Gi), a>1, AZ 
用 定理 7.2， 得 到 ， 
X= XCa), Y=Y:(0) 
由 这 有 ， 
x-y(a—n) -m=0 (mod 2an-w-1) 
x-y(a-ny=m (mod zan—n-1) 
由 引 理 5.17 有 ， 
x-y(a—n)=n* (mod 2an- n - 1) 
2”. m=n* (mod 2an- 2-1) 
由 (Xi) 得 出 ， 
k,n<w 
由 (x 地 并 使 用 引 理 5.4， 对 某 个 j 有 ， 
a= XW), (WwW- 1)2=Yi(W), 
由 引 理 5.14 有 ， 
YiCw)=i (mod w-1) 
‘~ yj(w)=0 (mod w-1) 
“. j=0 (mod w- 1) 
-. jzw-1 
由 引 理 5* 19, 
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. a>w"'>nt 
由 (x), m<2an-m-1 
由 上 面 的 引 理 1 ， 
nN<9oan-n:—1 
由 于 mAn 同 余 并 都 小 于 模 ， 因 而 它们 必 相 
等 ， 即 
m=n* 
反之 ， 假定 m= 72, 解 应 该 由 (一 (x 让 找 
到 。 为 此 ， 选 择 这 样 的 数 w, 
won g w>k 
令 a=Xy (W) TH a>l 
由 引 理 5.14 
Yo-1(W) =w-1 (mod w-1) 
E Yu- (W) =0 (mod w- 1) 
于 是 ， 我 们 可 以 写 做 为 ， 
Yw- CW) = Z(w— 1) 
因而 满足 (xid. X, $ 
h=w-n, l=w-k 
则 《xi 被 满足 。 i 
同 前 所 述 ， a>n', BURMA, # 
m=n'<2an—n—1 
并 且 COWHER. S X= %*%,.@), y=y.(a) Hl 
理 5.17 并 注意 到 m = 7*, 我 们 可 以 确定 这 样 的 
x-yla-n) -M= + (f-1D(2an-n'-1) . 
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于 是 (ix) 被 满足 。 最 后 ， 由 定理 7.9, (i) —(viiiy 
可 以 满足 。 口 
定理 7.4 从 上 述 引 理 2 立刻 得 到 ， 口 


3, 三 个 重要 的 刁 落 图 孙 数 


下 面 我 们 要 证 明 三 个 重要 的 函数 是 刁 MA 
的 ， 我 们 已 经 看 到 ， 在 定义 刁 医 图 函数 RA 
词 ) 我 们 可 以 使 用 迎 辑 联接 词 

&,V 

但 不 能 使 用 < 。《-1》， 可 以 使 用 存在 量词 53 
但 不 可 使 用 全 称 量 词 *yY”， 由 于 我 们 已 建立 了 等 
活 数 是 刁 藩 图 的 , 它 是 可 以 使 用 的 。 还 有 ,我 们 前 
面 已 说 明 过 的 函数 一 一 是 刁 薄 图 函数 ， 都 可 以 使 
ii. 

定理 1.5 (RH) 


函数 fCn,k) = (大 ) 是 刁 落 图 的 。 
在 证 明 这 个 定理 的 过 程 中 ， 我 们 需要 建立 三 


个 引 理 。 


令 “是 实数 ，[Kc] 表示 叭 一 的 这 样 的 整数 。 
Ca]<a<Cca]+1l 
引 理 1 ”对 于 O<k<n, u>2" 
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ae 


则 cr Duo 人 ui-* 


证 
” mn 
《 )"/u" = whe 
usd Yh ) wteseR 


i=e 


这 里 


<u"! () 


sagt 
=u"(1+ 1)” 
<1 
所 以 ， 
S<(u+1)"/ulk<$+1 
”Nn 
ER ui-* 
x) 
5) 2 
对 于 0<k<n, u>2", Wy 


“« 110° 


Cut DuD= (8 Janod u) 
证 由 引 理 1 ， 对 所 有 i>k 的 项 ， 均 可 为 4 
整除 ， 从 而 S 被 u A(T). oO 


引 理 5 ”西数 fCn,k) = (PEIR. 
证 因为 


HSM 2 ， 可 决定 (%) 是 只 一 的 CCw+ D") 模 
u 的 正 剩余 ， 且 小 于 tb 因此 
z= (8 )< Cau I V2 
&w=LU+ I" /uw (mod u) & 
2<u) 
为 了 大 出 (% AAEM, RRR A 
内 的 每 个 表达 式 .“&” 是 习 洲 图 调 词 ，v= 2" 由 
前 面 的 定理 自然 是 习 芒 图 的 ， 而 不 等 式 >2 是 
AMM, Bes 
U>v]> (AX) = 2X4) 


还 有 ， 
z=w(mod u)&z<ue> (3 x,y) 


«Tile 


(W= 2+ (X-1)u&u=HX+y) 
最 后 ， w=C(ut1)"/uky 
(3%,y,t)(fsu+1 & xat& = 
W<x/y<w +1) 
WA, w<xr/ycmws+ le swy<xc(w+ Dy 


这 就 证 明了 (8 ) 是 刁 落 图 的 。 a 


定理 7.6 (EZ) 
函数 是 刁 落 图 的 。 
引 理 4 # rorot, BA 


xy =C7/(%)) 
证 令 r>a), BA 
ris ) = rey 


TT 1) r= K41) 


而 ， 


所 以， 
2X 
r(x) <a +e 


gxtiyxti 


< XI + 7 


<2XI +1 o 
引 理 5 m 是 刁 落 图 的 。 
证 m= = 
(Ar,s,t,u,v){sa2xt1&t=x+1& r=s' 


& u=P&ve= (x J&mv<u< m+ 1)v} 
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这 里 用 了 引 理 4 ， 由 于 前 面 已 证 明 m，(  ) 是 刁 


藩 图 的 ， 所 以 阶乘 函数 也 是 刁 藩 图 的 。 口 
定理 7*:7 C5) 


函数 h(a,b,y) = 工人 c + bk) 是 刁 落 图 的 . 


k= 
先 证 明 
引 理 6 4 bq=a (mod M), BA 
2 q+y 
Ta bk)=bry ( ) (mod M) 
“y 


t= 
证 
~ by (at Y) bu q+yqty-D-~ 
(gq +1) 


= (bq + yb) (bq + (y- 1)b) + (bg + b) 
=(a+ yb) (a+ (y - 1)b) (a + b) (mod M) 


Z 口 
引 理 7 h(asb, y) =]](atbk) 是 一 不 


k= 1 


AWE BH. 
证 在 引 理 6h, HARM =bCa + by +135 


k, (M,b)=-18 M>[ | @+bk). wR, x 


a 而 言 ， 同 余 式 
.114 。 


bq=a (mod M) 


可 解 ， 并 且 可 确定 ] ardo 是 唯一 的 数 ， 它 


k=1 


对 模 MM 同 余 于 bsyl (47 4, Bs 


之 = [T+ meas My DoQoTsSstytyd, 


ast 
w,x) {r=a+by&s=r7& M=bs+1 
& bqg=a+ Mi&u=b&vay & z< 


M&w=q+y &x= (y )&z+ Mp 
= Uvx} 
AWM, v= n, v= (2) 
都 是 刁 葡 图 的 ， 于 是 引 理 即 定理 得 证 。 
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八 ” 受 轿 量 词 定理 


0802 a; OA 


Ss 4 


我 们 已 经 知道 ， 刁 蓝图 谓词 是 可 以 使 用 信 ， 
V， 卫 的 ,还 有 其 他 的 逻辑 上 使 用 的 运算 
YX, 
于 是 后 面 我 们 会 明白 ， 使 用 这 些 操 作 得 到 的 表达 
式 定义 的 集合 是 非 刁 藩 图 的 ， 
还 有 两 个 量词 ， 是 在 存在 量词 及 全 称 量 鹿 上 
加 上 一 些 限 制 ， 即 它们 不 超过 某 界 限 ， 我 们 称 为 
受 图 量词 ， 它 们 的 定义 如 下 ， 
“CAD ec ”意思 是 人 3D)GQYSX8 - 
“OV Det BBE (Ty) >V =)” 
前 者 称 受 轿 存在 量词 ， 后 者 称 为 受 轩 全称 量词 。 


1. 受 加 量词 定理 的 原始 证 明 


下 面 我 们 会 看 到 ， 这 些 运 算 产生 的 表达 式 所 
定义 出 的 集合 ， 还 是 刁 藩 图 的 。 这 就 是 我 们 下 述 
的 受 图 量词 定理 ， 它 也 是 征服 项 尔 伯 特 第 十 问题 
的 最 重要 的 一 步 。 

定理 8.1 C53 
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如 果 已 是 一 个 多 项 式 ， 
R= {CYy, Xi Tn) [CZ cy FY Ym) 
CPOY,Z, Xi Tn Yrs Ym) = OF} 
S= {Ys Xasta En [OW 2) cy 3 Yas Ym) 
CP(Y,Z, Xis Xrs is Ym) = 03} 
MA, RA S 都 是 刁 落 图 的 。 
证 R 是 刁 落 图 的 是 显而易见 的 ， 这 是 : 因 
为 
LY Uy 9 TE RE (IZ Yis Ymd 
(z<y& P= 0) l 
定理 的 另 一 半 的 证 明 是 相当 复杂 的 。 我 们 先 建立 
WTSI. 

引 理 1 . 
CV) cyl I Yis YE PCY Ry NX Xn Ys 
“Ym) = 0] ` 

. : <> 

(IUXWE)eyl I Yis s Yme PYK Listo 

XnsY19 Ym = 03 

证 等 价 式 的 右边 推出 左边 是 显而易见 的 ， 
反之 ， 假 定 对 给 定 的 Y,X,,…, Xn， 左 端 是 真 的 ， 
那么 ， 对 每 个 K = 1,2, YRERAE HRY”, 
ym 使 . 

PCY sk Xs Cay ts Ym) =0 
取 4 为 这 my 个 数 
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{(Yj"| f= 1,25m; EK=1,2,,Y} - 
中 最 大 的 一 个 ， 于 是 得 出 ， 等 价 式 的 右 端 也 是 真 
的 。 . . 口 
引 理 2 oo 
MR QUYU LE) 是 有 下 列 性 质 的 多 
项 式 ， 
C1) QY U, Xs XH) >U 
(2) QY U, Kis Xn) >Y 
(3) EYyH Yis, Yn <ul 
IPCY sky Hy, +0 Xns Yrs Ym) [SOY Us Xr, 
sory Xn) ` 
那么 
CW hey CF Yrs Yn) cul PY sky Erste y Ens 
Yis oYm) = 03 
=> 


2 . 
(A Cotas Aml ct = ERE kt) &t 


ksi 


=QY Us Kiseg Xa)! &l+ct | Tle, 


j=1 


-p&--&14ct|[[an-p &poy, 
Co tto Xas Ais Om) =O(MOd 1+ ct)) 


证 首先 证 从 右 至 左 ，<= 方 向 ， 
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对 每 个 =1,2,…,y。 令 pe 是 1+ kt HR 
At, + yi? & a; 被 pkCk=1,2,…,y; i=1, 
2,…，m) 除 的 余数 ， 对 每 个 ,i 将 得 到 ， 

O 1<y,"<u 

GI) PYK, yy oy Xn Ys oy Ym) = 0, 
为 了 证 明 (iD ,注意 到 ， Pr ll+kt,1+ ktll+ct, 


Tla-i, 因为 


j=1 


[Ta-),w Pr 


j=.1 


并 且 1+ ct 


px 是 素数 ， 所 以 plaj WHA j=1,2,--,u 
成 立 ， 因 此 
j=a,=y;" (mod p,) 
因为 t=QY U, Hyp ey Xe)l, C2) 导出 每 个 1+ 
kt 的 因子 应 该 大 于 QY UEa Ln) FE 
Pr>QY, Us Kasty Xp) 
HH (1), Dou, Aba 
j<u<p, 
由 于 yi 是 a 被 pk 除 的 余数 ，Jp< pi， 所 
以 有 
yi =j 
为 了 证 明 (i 外 ,首先 注意 到 ， 
1+ct=1+kt=0 (mod p,) 
Ait, k+kct=c+kct (mod p, 
”. k=c (mod p,) 
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又 ， 我 们 已 经 得 到 
yP =a; (mod pp) 
因此 ， 
PYSK, Xs Kas Ys 9 Yn )= P(Y, CoH 15 
eero Xana Css Am) 
=0 (modp,) 
又 , [PCy pk s Huy oy En 0P Yn | <Q YsUs 
Nitto Xn) <P 
es POYs Xis 1 = 0 
这 就 证 明了 (ii ,并 完成 了 < 一 方向 的 证 明 。 
为 证 明 另 一 方向 二 >， $ 
POy,Kk, Xs gs Xn is sy Ym) -0 
对 每 个 k= 1,2,…,t Ry, KERAY <u, 
我 们 令 t=QUY Uy Xis Xn), HAT 
[Ja+k)=1 moa ty 
k=1 


我 们 可 以 这 样 的 找到 C 


1+ct=] Ja+k 
k= 
又 ， 注 意 到 ， 对 1<k<l<y,@ 
(1+kt, 1+1D=1 
因为 ， 令 pli+kt, P11+It, 于 是 pil-k, 从 而 
PLY» 但 因 QU» Us Xis eg Xa) >Y 于 是 p< 
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QUU, Xass Xe) ATE Plt 但 这 是 不 可 能 的 。 
因此 1+ KtCk=1,2,…sy) 形成 一 个 允许 的 模 序 
列 ， 可 应 用 中 国 剩余 定理 ， 
对 每 个 2 1<i<m, RM a, 有 ， 

a;=y;” (mod 1+kt),k=1,2,+5y 
由 上 面 所 述 ，K 三 c (mod 1+kt), 因 此 Pw,c, 
Ki yagi? 9m) PY Kk, Xis Xn YP, 
Ym”) =0 (mod 1+kt) 
又 ， 因 为 数 1+ ktCk= 1,2,…,y) 是 两 两 互 素 的 ， 
且 每 个 都 除 得 尽 PUC Xis y Ensas" Amdo 
BTU EAT BBR RP Ys Cy Xy Kay Dyers 
Gn) » BD 

PCY a Ca Xisto Xqy Ay 9 sAm) =0 (Mod + ct) 

最 后 ， 

a,;=y; (mod 1+kt) 
BH,  14+ktla,-y,” 
因为 1<y,"<u, 所 以 ， 


1+kt If [c,- 


j=1 


再 次 用 诸 1+ Kt 彼此 间 是 互 素 的 ， 有 


1+ctI[ [ka-D 


J=1 


于 是 方向 一 > 证 毕 。 
elu. 


Gace ERNE me 


定理 8.1 的 证 朋 。 
”应 用 引 理 1 和 2 ， 我 们 首先 寻找 满足 引 理 2 
中 条 件 (1) ，(2)，(3》 中 的 多 项 式 @， 
为 此 ， 令 


N 


PCY pK, X50 Tns Ys Ym) => 


ri 


XH, Ht t, ABA: 
t,= CYP Xa HY SY FY 
这 里 c 是 正 、 负 整数 。 


令 t= |e PALACA esse Xsitsstmtsy 


N 
HE, VY Us Hyy oop Hy) =U +Y + Diy 
r=1 

则 Q 显然 满 引 理 2 中 的 条 件 (1)， (2), 
(3). BH: e 

(VE I Yass Ya ICP Ys Ks Xis tg Lastas 

‘Ym) = 03 
<> 


. (wocbau san) | 1+ ct= Tairy 


kini 


t= OY Xis X_)] &14ct Heo 
j= 


t. 
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-D &--&1+0t|T]c.-p apPGoe， 
sat 
Wis Xn sAm) =0 (mod 1+ ct) ] 
<> 
CA Ug Cat, Qyy +o Ans e, fs 91s s Gms Bis "sy 


. J 
msl) (e=1+ct&e -[Ja+mes 


k=] 
= QUYU, Xis X &t=fi& ga, -u 
-1 & 9, = A,-—U— 18 & gn =An-U-1 
&h= [logoe m= TT op 


k=i kal 


w & Ime [nelh & e lh& 


k=1 


“& elhn & l=PY, C, Xs Xns is 5 
an& ell | 


由 定理 7"7， 这 是 刁 藩 图 的 。 E 
这 个 定理 告诉 我 们 ， 刁 洲 图 谓词 对 受 间 量 词 
是 封闭 的 。 


2。 受 园 量 词 定理 的 一 个 完美 形式 


上 面 的 定理 ， 从 形式 上 及 其 证 明 上 都 显得 完 
。126 。 


长 下 面 是 戴 维 斯 、 马 吉 雅 塞 维 奇 和 鲁 宾 逊 C 9 9 
给 出 的 一 个 变种 ， 看 起 来 很 完美 , 证 明 也 短 多 
了 。 i - 

首先 我 们 写 出 定理 6:2 《序列 数 定理 》 的 一 
个 更 直观 的 显示 表示 ， 称 哥 德 尔 引 理 。 

HE CHER) 

对 每 一 个 a 和 一 个 数列 assan (ai<a)， 
则 存在 着 唯一 的 b, 


vs<Tarna,) 
且 
Ci = Rab, 1+n10;), i=1,°,7, 
COXE, Rn(2,c) 是 b BRL c 的 最 小 非 负 余 数 》 
从 序列 数 定理 可 知 ， 这 一 引 理 的 正确 性 是 明 
显 的 ， 检 验 一 下 定理 的 证 明 过 程 ， 就 得 出 这 个 显 
示 表 达 式 。 
定理 令 P(X,y,k,Z1,…,Zn) 是 一 个 多 项 
式 ， 那 么 
(Wk) ge F219 +0 Zn) cy P(X s Yo ky Zis 2 


= 03> (Abiss Ibm [( 2) = 


=( Pr =P EQ -1,015 Un) 
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这 里 Q@ 是 一 个 这 样 的 多 项 式 ， 
Q= Qix y> IPCX Ys Ks Zs Zn) |+ 2x 


+Yy+1 ' (2) 
县 对 所 有 的 k<x, Zi EY, “Zm Y; 还 有 Bs…， 
bn 均 可 选择 小 于 (SO), 《3) 


证 首先 看 看 (3) 中 的 条 件 。 我 们 看 到 ， 
Pi- e- -六 (人 
(4) 
由 于 O>x+1,ARbLAWAUNSTAT RE 
BH. EBA Q>2x+ 2,3} kax, Q/(K+D 
均 可 为 小 于 等 于 Q 的 素 因子 整除 ， 因 而， 一 个 
素数 若 整除 (4 ) 式 右 端的 某 一 因子 ， 则 该 素数 
必 大 于 Q@， 车 一 个 素数 整除 (@!1/(i+1)~1 A 
(Q/G+D)-1,#E DER |i-j|， 而 | i 让 
<*<Q, Aili i=j。 所 以 ，( 4 ) 式 中 的 诸 因 子 
是 互 素 的 又， 令 Bx 是 一 个 素数 且 它 整除 (Q 
(kK+1))-1, 4, 
QI - 1=k (mod p;) (5) 
所 以 ， 
P(Y QI — ibis sbn) =P(X,Y, ky Re 
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(bss Ph) sto RnCbn, Pe)) (mod pi), 
k<x | (6) 
现在 假设 〈 2 ) 的 右 端 成 立 ， 那 么 ， 对 b= 
b,，…,bn, Dy 此 人 一 了 (一 功 , 因 而 届 (bs Pi) 
<y. 由 (3)，(〈6) 式 右 端的 绝对 值 是 小 于 
@ 的 ， 因 而 小 于 pi:。 而 (6 ) 式 的 左 端 由 假设 有 
P(X,Yy,Q! -1,b,,.", bn)=0 (mod p,) 
因此 ， 
PX, Ys ks Rn bs Dy) o*t RnCbm, Pr) =9 
于 是 定理 提前 一 半 得 证 。 
反之 ， 假 设 存 在 着 ZY o Zmay 使 
POX, Ys ky, Zs py Zne) = 09 Kx (7) 
由 中 国 剩余 定理 注意 模 是 互 素 的 》， 可 以 找到 


bi< (A) (对 izim) 满足 同 余 式 组 
bi=zi (mod( EL -1)) (对 k<z) (8) 
由 于 Zi<y， 所 以 
bb 一 Db- 办 OF i= l 
m) (9) 
又 因为 (9 ) 式 中 的 除数 是 两 两 互 素 的 ， 所 以 它 
们 的 积 ( S ERKE (9 R 的 有 边 。 还 
有 ， 因 为 《9 ) 式 左 边 的 素 因子 均 大 于 ,而 R 
， 189°. 


RKTY+ 1 所以， 我们 得 到 
(人 于) | 你 1) t=1,--ym 


mia, HC7) MC8) 有， 
P(X,Yy, QW! — 1,01) °° 90nd = P(X, YK, 2x5 


10924) (moa( 21, 一 1)) (10) 


HT (10) 式 的 右边 是 零 ， 且 模 是 互 素 的 ， 于 是 
我 们 有 ， 


a) [PCY Q! — 1,b 199 m) 


从 而 定理 的 另 一 半 得 证 。 

为 了 指出 受 轩 量词 定理 的 用 处 ， 我 们 举 一 个 
例子 ， 我 们 将 构造 一 个 如 下 的 超 赛 集 的 刁 藩 图 定 
义 。 

集合 S EHER, CHARA 

{1 9 2’, 3°, see} 
注意 到 ，72E5 当 且 仅 当 存 在 着 一 个 序列 
tostis tote 
使 得 ts ltn" (XS k<n) A tam, FH 
由 哥 德 尔 引 理 ， 
me S<=> (IN, b, d) (Vk) a Rn(by1 +d) 
=1 &Rnb,1 + K+ 2)d = nërbitktod 
& Ry(b,1+ (+ 1)d) =m) (11). 
«180 。 


# 


(由 上 面 记 述 的 哥 德 尔 引 理 的 显示 形式， 这 里 
取 


十 2 


d=(1+n"(n+1)1,0<]] atid > 


出 于 关系 My = Zs Raxy) =2 都 是 刁 藩 图 的 ， 
我 们 可 把 〈11) BAREA: 
MESE (IN, a d) (Wk) en ZZ) 
CP(m,n,a,d,k, Zs2) =0 (12) 
由 受 辕 量词 定理 ，〈12》 的 右边 是 刁 落 图 的 ， 从 
WET GRRE ABA. 
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A 递归 函数 


DIS Mtoe a D ee ee opni, È 
L RIME, AXIRA EER 


Ry RRO RT RR SO A, AT 
早 以 绳 打 结 计数 ， 以 石子 堆 堆 计数 ， 进 而 发 形成 
NA 
的 一 种 工具 ，《〈 称 为 算 疾 》 . 人 

LOREM RAR ACARI, MY 
给 计算 提供 了 理论 和 方 泪 # 计算 还 和 社会 的 科学 
技术 发 展 水 平 相关 ， MSE Rs 大 们 的 计算 能 
HEERE, 计算 范围 随 之 也 扩大 ;而且 ， 人 们 
趣 来 越 想 用 机 器 代替 人 来 计算 ， 从 而 促 司 了 计算 
机 的 发 明 ， 当 然 最 星 的 计算 机 《器 》 是 相当 简单 
is 如 巴 斯 卡 在 十 七 世纪 发 明和 的 加 法 机 ， 主 要 用 
于 做 加 法 ， 是 一 种 齿轮 组 合式 的 ， 而 于 近代 发 明 
的 电子 计算 名 则 是 1948 拉 的 事 工 ， 它 已 是 个 庆 然 
大 物 。 

随 着 科学 :技术 的 族 展 ， 对 计算 的 认识 在 逐步 
Pek, SST ARH ATER A FR 
来 描述 计算 ， 

一 个 计算 过 着 是 在 有 穷 步 内 ， 机 械 地 -- -aap 
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执行 。 

我 们 把 这 样 的 计算 称 为 “能 行 ”可 计算 ， 或 
称 之 为 有 一 能 行 算法 。 

能 行 可 计算 的 概念 并 未 令 人 十 分 满意 ， 人 们 
在 寻找 计算 的 “模型 ”， 企 图 更 抽象 地 刻画 计算 
或 更 具体 地 给 出 适 于 人 们 习惯 的 计算 模型 ， 早 在 
本 世纪 三 十 年 代 ， 各 种 计算 模型 纷纷 出 笼 ， 这 其 
中 有 

ABH Cb, 1936) 

图 灵机 (AR, 1936) > 

ABR CBR, ARA, EA 

波斯 特 系统 〈 波 斯 特 ，1943) 

马尔 科 夫 算法 论 〈 马 尔 科 夫 ，1947》 - 

上 面 的 各 种 计算 模型 是 从 完全 不 同 的 角度 来 
刻画 计算 和 可 计算 的 ， 但 后 来 发 现 ， 它 们 都 是 等 . 
价 的 ， 即 嘟 一 个 “工具 ”计算 出 的 东西 都 不 比 另 
一 个 多 。 于 是 邵 吉 和 图 灵 分 别提 出 了 一 个 著名 的 
论题 ， 因 之 称 为 印 吉 论题 或 于 圭一 图 灵 论 题 ， 

任何 可 计算 函数 都 是 递归 函数 ， 

任何 可 计算 函数 都 是 图 灵机 器 可 计算 的 。 
上 述 的 论断 之 所 以 称 为 论题 是 因为 它 不 是 一 个 假 
设 或 猜想 ， 更 不 是 一 个 定理 ， 因 这 名 话 中 含有 一 
未 加 数学 定义 的 直观 概念 “可 计算 函数 ”， 而 递 
妇 函 数 和 图 灵机 器 可 计算 均 是 有 严格 的 数学 定义 
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的 。 
论题 已 提出 几 十 年 了 ， 人 们 越 来 越 相信 它 是 
正确 的 ， 这 是 因为 后 来 又 建立 了 许多 计算 模型 全 
是 等 价 的 ， 而 且 这 些 年 来 还 未 找到 一 个 反例 ， 
下 面 我 们 只 介绍 递归 函数 的 有 关 知 识 ， 而 对 
其 他 计算 模型 感 兴趣 的 读者 ， 可 以 参考 书后 列 出 
的 有 关 文 献 。 


1. 原始 递归 函数 


在 我 们 定义 原始 递归 函数 之 前 ， 先 看 两 个 例 
子 。 
例 1 函数 f(k) 是 这 样 定义 的 ， 
fm =1, 
(sey =2f(k)+1 (=1，2，…) 
函数 fk) 是 可 计算 的 ， 尽 管 还 没有 给 出 其 
显 式 表 达 式 ， 例 如 计算 fe), LAM, 
FG) =2f(5)+1 
=2(2f(4)+1)+1 
=4f(4)+3 
=4(2f(3)+1)+3 
= 8f(3)+7 
= 8(2f(2)+1)+7 
= 16f(2) +15 
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= 16(2f() +1) 4 15 
= 32f(1) + 33 
=63 
一 计算 本 质 是 ， 计 算 kD 点 上 的 值 只 依赖 
Fk 点 的 值 ， 依 此 类 推 ， 最 后 直到 JO), 而 最 
后 这 一 点 是 已 知 的 。 
BSS ke) WB RIA, 
fk) =2k-] 
H2 4 Fk) (k=1, 2, -+-) PERRE 
数 ， 那 么 Fe) 如 下 定义 ， 
F(1)=1 
F(2)=1 
Fk +2) = F(k+1)+ Fc), (k=1,23 e 
于 是 ， 对 任何 正 整数 值 m， 可 计算 出 FCm) 的 
fi. 这 除了 用 上 面 的 定义 ， 也 可 用 加 法 定理 ， 但 
都 是 用 比 到 小 的 斐 波 那 契 数 的 值 。 但 同时 看 到 ， 
计算 FCk+ 1) 不 光 用 到 Fe) 的 值 GEE 
F«k-1)) ， RIES ON 的 区 别 。 例 1， 例 2 都 
是 能 行 可 计算 的 ， 
3 MHARA 
”由 下 式 定 义 一 个 二 元 函数 4(x，y)， 它 称 做 
fl ES EA 
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AC; DD=Yy+1 
Acr+1, 0) =4(x, 1) 
ACr+t+1, y+1) =A, Alx + 1s Y)) 


这 也 是 一 个 可 计算 函数 ， 

RP RNA RANA BHR, 
KSARAUBAGL DaM A, BH 
点 是 定义 它 的 递归 式 较 复 杂 ， 

现在 我 们 给 出 递归 函数 的 一 个 子 类 一 一 卡 始 
递归 函数 。 

初始 函数 ， : 

Cx) =1*, Sx) =X+t1 © 
Uj" (Xis eg Rn) = Xi 1<i<n 
它们 分 别 叫 常 函 数 1， 后 继 函 数 和 投影 函数 ，。 
复合 运算 ， 

对 给 的 函数 gi Cry …，Xn) "gm(CXCis' s 
Xn) RFs os tr), SRK 

h(x,, wee x) =f, erg J thy 

gn(Xss 5 Xn)) 
则 函数 h 称 为 是 一 复合 函数 。 
原始 递归 ， 
给 了 ?元 函数 f 和 ?+ 2 元 函数 g 由 它们 产 


* 许多 地 方 ， 到 CLx) = 0 AMER, AREER 
X Ay — hE ARH i eoi 
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生 一 个 函数 hE s Las 2)， 它 满足 方程 ， 
PC Xs 1) =f (Xis "s Xn) 
| his ys Lay t+1) =g(t, NOL, s 
Kast) Xis t oE) 

当 ?=0 时 ，y 变 为 一 常数 ， 所 以 h 可 直接 从 g 
得 到 。 _ 

定义 9.1 函数 类 e 称 为 是 原始 递归 的 ;如 
果 初 始 函数 属于 H e 对 复合 运算 和 原始 递归 
是 封闭 的 。 

容易 验证 许多 常见 的 函数 都 是 原始 递归 的 。 

(一 ) x+y 是 原始 递归 的 

要 说 明 它 是 原始 递归 的 ， 只 要 说 明 它 是 由 初 
始 函 教 经 复合 及 原始 递归 算 子 而 得 到 。: 

F fa, Y=aX+ ys 定义 fE, PAs 
f(x, D=x+1 =S(x) 
f(x,yt+1=x+ (y+1) 

=(x+y)+1 
=f(x, D+1 
=g9CY f(x, Y), x) 
更 形式 地 可 用 递归 式 写 为 ， 
fia D=SCD 
l fa, y+ DSU, fx, Ws 2) 
-这 里 gu, vw) =SUU, v.w), 
(=) ey 是 原始 递归 的 . 
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She, Waxy, CHEM 
h(x, 1)=% 
> AG, YI) = eon tx 
=g(y, h(x, YJ, x) 
更 形式 地 处 理 如 下 : 
h(x, 1)= X= U(X) 
i hx, y+ D =f Uy, hr, x), DY, 
h(x, y), X)Y 

这 里 gu, v,wy =U, (u,v, w) +U; U,V, w) 

bLHELREATRE RR, MR HEE 
义 )》， 复 合 及 原始 递归 式 ， 所 以 ， 乘 法 是 原始 遂 
AB. 

下 面 我 们 不 再 一 -~ 详尽 形式 地 列 出 函数 原始 
递归 性 的 定义 ， 而 只 是 显示 的 或 用 递 归 A 表示 
出 。 而 且 ， 我 们 谈论 在 六 上 处 处 有 定义 的 《 称 为 
全 函数 )》 数论 函数 ， 为 此 ， 在 原始 递归 函数 的 定 
义 中 ， 初 始 函 数 C(xX) =1， 改 为 Ca =0， 原 
始 递归 式 扩 大 一 点 ， 

h(xi, oy Huy 0) =f(Xis s Xp) 

gt 天 CC 
e Xu) 
(=) x}. 
， 谷 乘 函 数 的 递归 式 为 ，. 
01 = 工 


e lle 


ee a Rm eR ENN oa， mt 


ee PSR MORRO i o 


(+1)1=XI Sx) 
《四 ) x” 
为 定义 XY 是 x, y 的 全 函数 ， 我 们 约定 
0 = 1, THE RAW BARA, 
x =1 
P n = eK 
CE). PO) . 
PO) 称 为 前 驱 函 数 ， 它 定义 为 ， 
PO = j X-T 当 270. 


， EA 4 x=0 
uy 它 的 递归 式 为 ，. 
PO) =0 
.PAX+1) =x 
KA) XY 
” xey 的 定义 是 
“y= | x-y, xBy 
0， .否则 
它 的 递归 式 为 
x)=% 
K++) = (xy) =1= Pr) 
(+t) lx- yl 


jx- yl = xy) + (Yx) 
用 复合 及 (C), œ), k-y| 是 原始 递归 
的 。 
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UP ming, y) : an 
Box, y 中 的 小 者 。， 0 n 
mingr, y= xi (XD 
HON) 及 复合 运算 。 . 
KOIA) max(x, y) ' 
取 Y，3! 中 的 大 者 。 
max(x, Y=X+ (y2) 
由 (一 ) ， GD 及 复合 运算 。 
Ch) Sa) 
符号 函数 


[ 0, # 2=0: 
\ 1, 车 Xe0 
sg(x) 的 递归 式 为 ， 
se(0)=0 
Sse(X+ 1) =1 
(十 一 ) 5,0) 


S(x) = 


‘1, H x=0 


© | 0, 若 x0 


TE) = 1S) 


HH (7S) ,Sg 及 复合 。 
CHI) Yn(X, Y) 


°. 148 > 


余数 函数 *， 前 面 几 童 已 遇 到 这 个 有 用 的话 
数 ， 它 是 y 被 cB 的 余数 ， 为 使 其 全 定义 ， 约 
ZnO, Y= y。 我 们 证 明 它 是 床 始 递归 的 ， 
pm XY + 1s H Pus 
Pm, Y+1) = + TSX 
0, 当 yn CX, Y t1=x 
用 递归 式 定义 ， 
Yax, 0) = 0 
Pn XY+1) = Pm, Y) + 18g |£- ne 
D+1))) 
= G(X, Pml DD) 
SH, g(x, z)= (24+ D8,C[x-(24+ D1), 9 是 
原始 递归 的 ， 从 而 v(x, Y) 是 原始 递归 的 ， 
(十 三》 ars y) 
2 被 xX 除 的 商 ， 且 为 了 全 定义 ， 约定 qi(0, 
D = 0, 我 们 证 明 商 函数 是 原始 递归 的 。 


qi:《X,y)+1, F pmn(X， 

” OX, YT+1)= y+1i=x 
Á as Y), È Pn(XsY) 

+1" 


于 是 可 用 递归 式 定义 如 下 ， 
Qi(X, 0) =0 


* 注意 ， 前 面 的 余数 函数 rm(x,y) BUXH cy 除 的 
余数 ， 下 面 的 定义 相当 于 变 元 互 换 位 置 ， 这 是 为 了 方 便 MBE 
至 使 用 递归 式 ， 统 一 形式 ， 本 质 .上 说 是 无 什么 区 草 的 。 
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Q(x, Y+I)= Cx, Y) +5 le- 
O On, Y+D)) 
(十 四 ) div(x, y) 
dix, y) 表示 x 可 整除 9， tE -个 人 
取 两 个 值 的 函数 ， 
div(x, p= | 1, # aly 
0, Lry 
且 我 们 约定 ， 01 0, 但 Ory, yXdO. 
由 于 div(x, Y) =S Pn, Y)) 
^ div@, DERRBAN. : 
为 了 进一步 说 明峰 个 函数 是 原始 递归 的 ， 2 
们 要 做 一 点 必要 的 准备 。 : 
R Pæ +) AOE 数 是 Cres 
xps WR: 
=f DEP Zo'r Xa) HA 
UOR P, s IDAE 
定义 9.2 谓词 Pers es Xa) KIERA 
递归 的 ， 如 果 它 的 特征 函数 Cres es xq) 是 原 
始 递归 的 。 
定理 9.1 APC, ea x), Wey, oy 
xn) 是 原始 递归 的 ， 则 下 列 泗 词 人 D， Gd, ci te 
是 原始 递归 的 ， 
O GPE oy Xy) 
G) Py, to Ln) BOM, eg Xa) 


. Chage "3 Xy) 
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(iy Oy, oy La) 

证 ws Cras es x 为 Pie ory Kn) 
HRERS, | MIPE oy i2 REER 
江 寺 Cpesas eey ze 

GDS Cores xm SAWA Qis P 
24) 的 特征 函数 ， 则 ‘Bons wy Xa) QE, 
Xr) 的 特征 函数 为 

Cres sy xh Co es pm 

Gii Pry, leg æd) VOC =, 2) 的 
特征 函数 为 max (Cpu, ees apo Coats xq) 
由 Cp, (Ch 是 原始 递归 的 ， 并 由 一 GR), 
max J AE AB De AT SLA EH, 口 


ORES "9 是 一 -函数 ， DA 了 xu 


a<y 


n e, r $y DIRAM, alla, Xa 2) 


a<y 


one. Sy T HORTA RMR SESH, 令 
Ge * Xn ZY =o 1 fxr,,.. a =] 


FA TT SISO LA EM: 
iad: DCE aL) =0, 
Df rs, Xns 2) = Df xs ty Xas Z) 


+ iiss Kns Y) 
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Lre ~ "y > %n92) F ` _ 
Tice. s wo (Fee "i,2)) 


| -可 人 yY) Sa 
于 是 有 定理 。 
定理 9.2 ERR ToL, s Bey DEA 
SELMER, MA, ， 
DC: *y Kns onre ‘xe z) 


acy 


是 原始 递归 的 。 o 
AREA EREI, 
我 们 记 
uzy Ceo s 
意思 是 ，“ 小 于 y 的 那个 最 小 的 满足 … ”， 为 
了 使 其 全 定义 ， 当 那样 的 z 不 存在 时 ， 让 它 取 入 
yy Pim, BT PER fis os Xas 2), 
我 们 可 定义 一 个 新 函数 g: 
go ts Ens Y) =the, Cf lis Xs = 0) 
满足 (xX:，…，Xs，2)=0 目 小 于 Y 
= 的 最 小 的 2 ”如 果 这 样 的 纪 fete 
y 如果 不 存在 这 样 的 2 
$F. <， 称 为 有 限 最 小 运算 ， 或 称 受 园 4 运 算 ,: 
ERII 设 Fi s Las WHEE 
递归 函数 ， 那 么 函数 


n ll o 


Urey (f (Xi 1s Xn» 2) =0) 
也 是 原始 递归 的 。 
证 考虑 函数 


h(xXis es Xna V) = IT Sg Cf Xi, esLas U)) 
aa 


对 于 给 了 iy oy Xu Y 假若 有 
B= < fi» es Xas Y) =0) 
那么 ， 容 易 看 出 
E ULZ IRA hay, +, ayy 0) =] 
E ZV<Y, 那 入 hx, g Hyd) =O 
Ait, 2 是 小 于 y 而 使 h(x,， s Xns V) =1 
的 v 的 个 数 ， 即 


z=), h(x,» ees Xr, V) 


<J 
因而 ， 
bac, (FQ, es Xas Z) =O = 
. XI Sg Fry ees Xas u)) ) 
<} sg&r , 
由 定理 9.2。 口 


推论 9.4 BER (0,5 oy Tas WER BB 
BRR, WA: 

qi) fm, Xu Y) = Macy R(Hyy teg Xa Z) 

是 原始 递归 的 。 


~ 148 o 


U A ALR eer eo MABEN am. fem mE RASERAS c = e re rr emer A 


Gi) P(X os Xas YEN Z) Rs 
serg Kns z) 
QX o Lay YEI) RN, 
e.g Nns 2) 
是 两 个 原始 递归 谓词 。 
证 O Flas s Lus Y) = cy 
Sg Cros see; * a) = 0) 
GD Creegees tan = LD Ca tn 
s<y 
MWe Qi 90% o Xans Y) = CY TR 
Xo20)， 于 是 ， Fis os Xue Ys Pisses 
Xas Ys Vey > Las A 都 是 原始 递归 的 。 
(用 了 定理 9.3，9.2，S5s 是 原始 递归 的 及 原始 递 
归 谓 词 对 “7 ”运算 是 封闭 的 。) 
现在 回 过 头 来 继续 讨论 原始 递归 函数 。 
(+h) D(x) 
DOE x 的 因子 个 数 ， 并 约定 也 (0) = 1， 
对 X=6 而 言 ， 它 有 因子 1，2，3，6， 所 以 
D(6) = 4。 不 难看 出 ， 一 般 地 有 : 
Dex) =) div (y, x) 


IG 


由 定理 9.2 及 (十 四 ) ， Do 是 原始 递归 的 。 
(十 六 ) P,(X) | 
PAX) 表示 仅 取 0 ， LHP, E 
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RRA 
P Co = b 当 * 是 一 个 素数 
| 0, 当 x 不 是 一 个 素数 
由 于 一 个 素数 内 VAL 和 它 本 身 为 其 因子 ， 所 以 因 
子 数 为 2 Bs 
pof L 4 D@)=2 
lo am 

J P(x) =S [D(x -3 引 ) 

由 Se， 绝对 值 ，D (Cx) 是 原始 递归 的 ， 所 以 P,CXx) 
也 是 原始 递归 的 。. 

RORA, LER, BTR AT 
“YX 是 一 外 素数 ”是 原始 递归 的 。( 注 意 ，P,(2) 本 
身 可 看 成 一 个 谓词 》， 有 从 集合 的 观点 来 看 ， 令 

P={x | P,(œ)} 

WP ARRAS, TW “XEP?” 这 件 事 是 可 以 
(原始 ) 递归 地 判定 。 我 们 回忆 一 下 ，“XE€ Pr 
是 否 是 刁 注 图 的 我 们 尚 没有 证 明 , 即 P, (x) 是 否 是 
一 个 刁 落 图 谓词 我 们 尚 待 证 明 ， 这 也 暗示 我 们 ， 
素数 集合 有 一 定 的 “复杂 ?” 程度， 同时 ， 我 们 以 
后 会 比较 “x 是 一 个 素数 ”用 刁 落 图 表示 和 用 递 
归 函 数 表示 的 难 易 程度 上 的 差别 ， 
(++) Pe 

Pr 下 第 个 素数 并 且 约 定 P,= 0, 于 
是 P=2，P,= 3，…… 等 等 。 
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我 们 在 《十 六 〉 中 已 指出 Pw) 也 可 视 为 

“x 是 一 个 素数 ，” 于 是 Px 可 递归 地 定义 MPs 
P,=0 

| Peep = eS (PA +1) @>P,&P,(Z)) 

这 就 是 说 ， 第 0 个 素数 是 0 ， 且 第 Xx+1 个 素数 

是 最 小 的 素数 z， 它 大 于 第 x 个 素数 。 

我 们 对 z 满 足 的 界 要 加 以 说 明 ， 这 个 界 Pal 
+1 是 足够 大 的 ， 即 在 P 与 Pa +1 之 间 至 少 
有 一 个 素数 ， 这 是 基于 欧 几 里 得 关于 素数 是 无 穷 
的 证 明 ， 即 Peas Pa +1, 

考虑 值 Pa + 1， 它 有 两 种 可 能 性 ， RAs 
一 个 素数 ， 要 么 不 是 ， 它 如 果 是 个 素数 ， 显 然 它 
-EKF Pe WE Ps<P: tl 如 果 它 术 是 
素数 ， 它 必 有 一 个 素 因 子 ， 而 显然 这 素 因 予 不 是 
P,，P,，…，。Px， 因 为 它们 除 以 Pri +1 RA 
1 ， 所 以 有 Pen SPa tL 

自然 ， 这 个 界 是 太 大 了 ， 俄 国 数学 家 车 比 雪 
夫 给 出 了 一 个 漂亮 的 界 ， 

Pyar, <2Px 
但 证 明 起 来 是 足够 困难 的 。 
还 注意 ， 我 们 用 到 了 谓词 x 过 级 是 原始 递归 
的 ， 这 一 点 是 容易 验证 的 。 
CHIO y 
(), 表示 2 的 素 因 于 分 解 中 ， 素 数 Py 上 
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的 指数 。 如 =90,， y=2 
X= 90=2x3x5 
P,=P,=3, .. (90),=2 
为 使 其 为 全 函数 ， 我 们 约定 
(X)y=0 当 x=0 或 Y=0 
于 是 (x) y= baes (Py 4 x) 
SH “Py eB, AT 
《X)y 是 原始 递归 的 。 
我 们 看 看 开始 举 的 三 个 例子 。 对 例 1 ， 我 们 
稍 加 修改 ， 
f foO=0 
| fet 1) =2f +1 
这 显然 是 个 原始 递归 函数 。 
. 对 例 2 的 斐 波 那 契 数 ， 我 们 稍 加 修改 为 ， 
F(0) = 0 
F(1)=1 , 
F(x+ 2) =F(x+1)+ F) 
我 们 证 明 F(x) 是 原始 递归 的 。 
令 g(x) = oF e 3gFtx+D 
则 | g0) = 27.37 =3 
\ gx+1) = 2502 gran 


RAR: 
| F(x) = (g) 
F(x+ 1) =(@)), 
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Fx +2) =FQ)+F+D=QG@)) 
+ (g(x)), 
s g(x+D= AJU a BYU gD) 
= 3601 0G 9 
= p(g(X)) 
这 里 pa) = BP G2 
T 2(2) 是 原始 递归 的 ， … go 是 原始 
递归 的 《用 了 指数 函数 ，〈 十 八 ) 及 递归 式 ) 。 
而 F(x) = (g(xX))1, 再 次 用 (十 八 ) ， 得 出 
F(X) 是 原始 递归 的 还 应 注意 ， 9(0) = 3, 这 里 
常数 3 是 原始 递归 的 ， 是 极 容易 证 明 的 。 
对 于 例 3 ， 这 是 一 个 较 复 杂 的 递归 函数 ， 但 
它 不 是 原始 递归 函数 ， 证 明 它 是 一 个 递归 函数 可 
用 加 吉 论题 ， 计 算 它 显然 有 一 个 能 行 过 程 ， 在 有 
穷 步 内 能 计算 停止 更 形式 的 证 明 在 给 出 递归 函 
数 的 定义 是 可 以 完成 的 ， 从 历史 上 说 ， 它 是 阿 克 
曼 最 先 找到 的 一 个 非 原始 递归 的 递归 函数 ， 是 一 
个 很 有 名 的 例子 ， 关 于 它 是 递归 函数 而 非 原 始 递 
归 函 数 的 详细 论证 可 参看 可 计算 性 理论 的 书 
C203 。 ' 


2. 递归 函数 


下 面 定义 最 小 运算 AP). 
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ET BB FC, o Las We GCs s 
Xas Y)s 假如 对 每 个 My “Xs 至 少 存在 一 个 
y 而 满足 方程 : Gona 

f Xis “1s Ks EJE, o Casy) 
那么 ， T 
hlig ty Hy) = UYS yey Ky y) 

: SGX yy Las YI 
h 是 满足 Xisto Las Y GE Kns Y) 
的 y 中 的 最 小 的 一 个 。 i 

我 们 上 面 定 义 出 的 函数 ht, =s EAk 
处 有 定义 的 ， 即 有 Zi。 +, X,) 是 一 个 全 函数， 
MRR Xs +, X) 不 总 是 有 定义 ， 即 定义 出 
-的 函数 zz ，…，3o) 是 一 个 部 分 函数 ， 
© 定义 9,2 BAAR 称 为 是 递归 的 《或 部 分 
BAM s 如 果 它 从 初始 通 数 出 发 ， 使 用 复合 ， 
蛛 始 递归 式 和 最 小 -运算 得 到 。-、 

”使 用 最 小 wie Pe As BBS) BARIER 
分 递归 函数 类 ， 这 里 我 们 将 只 用 hy, 5%) 
是 处 处 有 定义 的 情形 。，， 

我 们 提出 的 一 个 重要 问题 是 ， 刁 蓝图 函数 和 
递归 函数 是 什么 关系 ? 在 问答 这 个 问题 前 ， 我 们 
再 举 一 些 显示 各 自 能 力 的 例子 。 

《一 ) 素数 集合 是 刁 洲 图 的 

令 P 为 素数 集合 ， 则 ， 
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on FE PE PX>IRCY Ys De YRCAEV YZ 
a MV YsIVNR=1) o» 
AMARRE, PROMI, o< iin 
RR AA MAE eo i OK 
XE PSPw PIR (CHAM, X)=1 
7 <>X>1& (3Y, Z, ws V) Cy= R18&2 
=y) &uzZ-vxy*=12 ot ag 
WE AN EEG -; 应 该 存在 一 个 表示 素数 的 
BRAK. Vs P REQ 的 正 整数 值 域 ， 这 样 的 多 
项 式 的 显示 构造 是 由 马 吉 雅 塞 维 奇 第 一 * 个 给 出 
AW. 后面 我 们 还 要 谈 这 个 问题 。 : 
CC) we 


， 
gy) = Tla 
ami 
EIRAN. 

这 里 ， 我 们 使 用 序列 数 定理 把 :序列 gc, 

gO), gy) 编码 成 一 个 数 zy BP - 

SG, UW =g(D，i=1，2，…，3 
因此 ， 7 
ZW <> (3 4) (SC, u) = 2&4) Ck 
=1 VS,u)= +k )S(k-1,4))) 
&z= S(y,u)} <> (44) {S,u) =2 
& (VK) <, Ck=1 Va, b, c) (a 
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=k-1 & b=Sca, u) &c= Sik u} 
& c=(1+k)b)1& z=Scy, u)} 
HF SG, w 是 刁 蓝图 的 ， 又 利用 受 较量 词 定 
理 ， 知 函数 9( 纺 是 丑 藩 图 的 。 
(三 ) Sl, WW) 是 递归 函数 
我 们 将 证 明 序 列 数 函数 3S(i，w) 是 递归 函 
数 ， 特 别 ， 它 是 原始 递归 函数 。 
由 定理 6.2 的 序列 数 定理 可 以 看 出 ， 

SCi,u) =R,,(L(u), 1+iR@)), G= 1,2, 
"sey N) ; f 
我 们 只 需 证 明 Ralu), 14+ iRU) ER A 
SEN Ay, HARRY (+=) MM, Rae, y) 是 
原始 递归 的 ， 我 们 只 需 证 明 工 (X)， 尺 (4)》 ER 

始 递归 的 。 由 配对 函数 的 定义 知 ? 


z= PD = EI DRY sy 


.X=L(2). . 
y= RO) . 
.22= (YX+3-2)(CX+3-1)+2 (1) 
82+1= (2X+2Yy—- 3) + By 
-h 2EY = 8S KezF1 L24 2y- ] 
于 是 〔CvV8z+1T3 或 为 20+28 一 3 或 为 24+22- 2 
J CCV 8241 4+1)/23="e+Yy-1 (2) 
MH C1) s Í 
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K+ By-2=22—- (wee) 


4 
TRA: 


xry- Zt] mi Dl 
| (Beet) 


《我们 使 用 数论 函数 使 用 的 “~ 代替 普通 的 “~” 
3.) 
& Q,(2) = (0/82 + 1) +1)/2 
Q, (2) = 2z — (Q, 
于 是 上 面 的 联 立方 程 变 为 ， 
| %+y+2=,@) 
| w+ 3y+2=Q,@) 
# (3) 有: 
y= (Q,(2) ~Q,(2))/2 . 
x= (Q, (2) + 2) + (Q: (2) +Qi(2))/2 
ATREO GC, QOERRBHK, MLZ, 
R) 是 原始 递归 的 ， 而 Q, QO 是 原始 
递归 的 ， 关 键 在 于 这 样 的 函数 ` 
CVX ] 
是 否 是 原始 递归 ， 这 是 容易 证 明 的 ， 


© CVX J = pyes CY + 1V >) 


(3) 
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Wa (y+1)’*>x 是 原始 递归 的 ， 再 用 定理 9.3 
(要 稍 加 变化 ) ， 所 以 [VX J 是 原始 递归 的 ， 
于 是 证 明了 工 (w),R(w) 是 原始 递归 的 ， 从 而 证 
明了 SCi, wt CRIA) 递归 的 。 a 

现在 开始 证 明 一 个 重要 定理 ， 以 回答 我 们 前 
面 提出 的 问题 。 

定理 9.5 一 个 函数 是 刁 薪 图 的 当 且 仅 当 它 
是 递归 的 。 

证 我 们 知道 ， 对 每 个 固定 的 常数 有 ,CCX) 
=k 是 递归 的 ，《 这 由 C1(X) EAH, Cr) 
= Cr(Z) +C1(X) 可 得 .》+，x 也 是 递归 的 ， 而 
一 个 有 正 整 数 系数 的 多 项 式 P(X,，…，X,), E 
可 以 对 变 元 使 用 常数 ， 规 灶 、 乘 法 有 限 次 运算 面 
得 到 ， 这 里 用 到 了 复合 运算 ， 关 而 ， 任 “具有 正 
整 系数 的 多 项 式 是 递归 的 。 

现 证 每 一 个 刁 薄 图 函数 都 是 递归 的 , 令 f (Xis 

Xs》 是 刁 落 图 的 ， 于 是 有 ， 

Y= Fy ry Ky) >A bas eey ted 

CPC, oy Kns Ys bis otn) = OX, 

tty Kas Ys Tis es m) 
这 里 P，@ 是 具有 正 整 系数 的 多 项 式 。 对 Ys tis 
tm 使 用 序列 数 定理 ， 

f(x, +, XS, HulP(X,, +, Las 

SCs U)» SCs We o SCm+1, U)) 
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SC Ue S52, U)y 
wey SMHI, UDI). 
因为 P,, Q, SG, ORBAN, CF HTRARR 
小 AL 运算， 所 以 SCs > % eR. 
”证 易 一 方向 。 和 递归 贰 数 的 定义 ， 初 始 盖 数 
PRESJEK, ARRAR REAR Re 
对 复合 ， 原 始 递 归 式 和 最 小 1h BREA ADD 
We fe oo: na ye ys 
e BA. MR NG 
ACs vy Ks) = GX ory Xadi very 
GmCX 1, sy %q)) 
这 里 f, Gis a mE ABAW, WA h 也 是 刁 
BAH. AX, 
YERE, eg La) SS (Atis tm) 
Ct =i yy to Xn) Etm = Gn Lr, 
sy La) BY =Flbyy ory bn) 
原始 递归 。 如 果 
hX ees Xas I = 下 (Zi ory La) - 
R(X, o Xs t+ 1 =Qglt, h(x, 
i Xt), Xis ey Xp) 
HA fe 9, 是 刁 落 图 的 ， 那 么 h 也 是 洒落 图 的 。 
REIRE AEs yyy 1)s ve hy, 
oy Xas ZPETRIBH: 
Yah, +, Laz) <> 
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CBU ((D VO) =S U) &V = F(X yy oor 
Xa) & Ve. Lt =2)V (40) W =S 
+1, U)& veglt, St,u), Xis +, 
*,))I&y =S(z, u)} 
由 定理 8.1( 受 园 量 词 定 理 ) RSG, OLABA 
的 ， 所 以 ，h 也 是 刁 藩 图 的 ， 

最 小 x 运算 。 如 果 . e 
hX, ry Xp) = Uyf KX, es Xps Y) 
=9%1, s Xas Y) XH f, g 是 刁 藩 图 的 ， 

那么 h 也 是 刁 落 图 的 。 
因为 ， 1 
Y=h(X, ry X) >, . 
CAZ)Z= F(X, s Lys Y) &Z= G(X, 
ees Kns YI &CV D6, Ch=yV CA u,v) 
(Ua F(X, ty Hay te D=g(Xis ，… 
Xas t) &RCu<vVv<u)) 
再 次 应 用 受 园 量词 定理 ，h(X,，.……,X,) 是 刁 
Ban. 0O 
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本 章 我 们 给 出 希 尔 伯 特 第 十 问题 的 否定 性 管 
案 , 即 希 氏 第 十 问题 是 递归 不 可 解 的 .这 里 的 “不 
TE 不 是 我 们 不 能 解 ， 无 法 解 ， 而 是 我 们 严格 
地 从 数学 上 证 明 对 任 给 一 个 刁 葡 图 方程 它 是 否 有 
整数 解 是 不 存在 一 个 能 行 有 效 的 过 程 ， 即 没有 一 
个 算法 判定 一 个 刁 洲 图 方程 有 没有 整数 解 。 ， 


1. JATE aR 


在 说 明 通 用 刁 落 图 集 这 一 概念 前 ， 我 们 先 用 
类 似 的 概念 说 明 更 易 仅 的 东西 ， 
有 一 个 一 元 递归 函数 〈 全 的 〉 的 序列 ， 
fCX), FX), ory FX), e 
由 嘲 吉 论题 ， 它 是 可 计算 的 ， 不 妨 我 们 用 一 个 机 
器 (可 以 是 抽象 的 ， 也 可 是 具体 的 ) 来 计算 它 
们 ， 如 果 我 们 找到 一 个 二 元 可 计算 函数 (mn,X)， 
对 序列 中 的 任何 一 个 函数 fo), BA 
ye, X) =f) 
我 们 称 %(02，2%) 是 函数 户 (X)。， 思 (2Z)，… 的 通用 
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函数 。 如 果 我 们 在 某 一 机 器 上 把 pn, 1) WE 
程序 ， 则 称 为 通用 程序 ， 而 计算 一 函数 foo 的 
”过 程 只 需要 把 某 一 数 e 代 入 到 y(n，x) 中 的 n。 


示意 图 如 下 ， 
通用 程序 
《wn,X) 的 程序 》 
找到 在 序列 计算 | 
o 、 
HH f(x) | ype, x) 一 结果 


对 于 正 整 数 子 集 的 所 有 刁 落 图 集 ， 我 们 可 以 
给 出 一 个 显 式 的 枚 举 ， 为 此 ， 我 们 可 以 从 1 Ms 
量 相继 用 加 法 和 乘法 造 出 任 一 有 正 整 数 系数 的 多 
项 式 ， 我 们 固定 变 元 的 字母 表 ， | 
Kas Hyg Hey Nyy … 
SERNAM, 7 可 构造 上 述 的 所 有 多 项 式 ， 
=] 
p =X, 
P,; = Pr + Pro 
Pris = Piot Pro 
Pyne 2; 
我 们 记 
Pi=Pi(%,, Xi ey Xa) 
这 里 % 是 足够 大 的 ， 以 使 得 所 有 出 现在 Pi 中 的 
变量 都 被 包含 了 ， 但 不 一 害 有 所 有 变量 都 出 现 ， 
”我 们 令 ， 
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Dy = {Lo (IX, Kn) Pim or Lay ore 
Xn = Pao (Xo Xis s XI} 
XH, Prins Pam 实际 上 并 不 包含 所 有 变量 zs 
Xx,，。…，X,， 但 它们 不 能 包含 任何 其 他 的 变量 。 
(注意 LM), RM) <n), 由 序列 Pi; 的 构造 ， 
我 们 看 到 ， 集 合 的 序列 
D,, D, Dy Dy, œ 
包含 所 有 的 刁 落 图 集 。 
定理 10.1 RME 
{n X| ED 是 刁 落 图 的 。 
证 ”我们 使 用 序列 数 定理 ， 可 以 证 明 ， 
XED, (IW{SU) =1&S(2,u) =% 
&(VD<,CSGi,u) = SLG) s) 
+S(R@,U)) &CV i)e. CSi 
+1, U) =S(L(i),u) SCR), 
uw) &SCL(n),u) = SCR), u)} 
十 分 清楚 ， 这 等 价 式 的 右 端 是 刁 洲 图 的 ， 所 以 ， 
我 们 只 需 证 明 这 等 价 式 是 成 立 的 ， 
HAER x, n, HB XED,, MA, WD, 的 
定义 ， 存 在 着 数 tie o ba 使 得 ， 
Pr CX, tis etes En) = Pao (Xt yt) 
使 用 序列 数 定理 ， 可 以 选择 区 样 的 4 使 ， 
S(j, U) =Ps(X, ty s ths J=ls 2s 
s SR+ 2 
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特别 是 ，S(1，V) =1, SQ, w=, 
S(8i+2, U) =t; i=l, 2, “yn 
国 此 ， 等 价 式 的 右 端 是 真 的 。 
反 过 来 ， 如 果 对 给 定 的 n x Soy 式 . tii 
成 立 ， 令 . 7 
ti= SEU), t, = S(8,U) a ba = SCI +. 29H) 
可 以 推出 ， 1 
SG, u)=P; (£, thy ory j= bakers 
3n+2 > 
因为 S(LM™), w) -scRon， u), 
所 以 ， 
Prom ytys sta) C Pastat 
所 以 xe D, E 
”有 了 这 个 通用 刁 落 图 集 定理 ， 我 们 可 以 构造 

出 一 个 非 刁 落 图 集 ， 

由 于 Do Do Doy RANNA RA 
集 , :在 集合 {ly 25 3p es na e} 中 ， 我 们 选 
择 出 它 的 -- 个 子 集 ， 以 构造 出 一 个 集合 内 。 我 们 
间 ED? 车 1€ D,, 则 不 把 1 BEV, 车 1 
D, WE 1 EVP. MB] 2€ D3? 若 2& D,, . 
ann MW 2¢D, 时， 把 2 放 在 V 
, vs 对 nED 2 车 nEeD, Wn 不 放 在 V 

和 , | 

我 们 这 样 构造 出 的 集合 Y 都 至 少 有 一 个 元 素 
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与 每 个 集合 D, M=1, 2,3, -) KA, AÈ 
在 数 n 上 》， 从 而 构造 出 一 个 与 D,, D, Dy 
… 均 不 相同 的 集合 ， 而 Do Do Doe 又 是 一 
个 所 有 刁 落 图 集 的 一 个 枚 举 ， 从 而 V 不 是 一 个 刁 
WAR. : 
形式 的 论证 有 ， 
定义 ，V= {nhmn#D,}, 有 
定理 10*2 不 是 刁 落 图 的 ， 
证 这 是 康 托 对 角 线 方法 的 简单 应 用 。 如 果 
VV 是 刁 滥 图 的 ， 那 么 一 定 存在 荐 一 个 i, 
V= Di 那么 icVi RNA: 
iEV <>i€ED,:, i€EV<>i¢ D; 
这 是 不 可 能 的 。 O 
下 面 我 们 利用 非 刁 落 图 集 可 以 定义 出 非 递归 
函数 ， 我 们 定义 函数 gin, DMF: 
gin, x)= Í 1s xD, 
l2, # xeD, 
则 有 ， 
定理 10.3 g, x) 是 非 递归 的 . 
证 由 定理 9.5， 如 果 g 是 递归 的 ， 那 么 它 
习 落 图 的 。 即 ， 
y=g(n, xX) <> CA Yis s Yn) LP CN, 
Xo Ys Yrs Ym) = 0) 
eo l=g(x%, x) = (3 Yis “Ym CP (Xs 
。 187. 


X, 15 Yrs hs Ym) =0) 
9 (MD =1 > xED, >XEV 
“VV={XI3Y ors YDPA, X, 1, 
Yis ts Ym) =0)} 
HEMIO: 2, VERJAR, FH. 口 
应 用 定理 10.1， 由 于 XE D。 是 刁 藩 图 的 ， 
MOA: 7 . 
xE D, (I Zs s Zk) LP, X, Zis 
tey 23 
这 里 卫 是 依 某 种 方式 定义 的 多 项 式 。 : 
假如 有 一 算法 判定 刁 落 图 方程 有 正 整 数 解 ， 
即 对 希 尔 伯 特 第 十 问题 存在 着 算法 ， 那 么 ， 对 给 
定 的 n，X, 可 以 使 用 这 个 算法 判定 方程 |. 
PC, Xs Zis oy Zh) =0 
ARAR. MATE D, 是 否 成 立 ， 因 而 这 一 
算法 可 用 于 计算 函数 gm, x), HRACB, B 
归 函 数 恰恰 是 有 算法 可 计算 的 函数 ， 因 而 函数 g 
是 递归 的 ， 这 与 定理 10'3 相 矛盾 。 这 就 证 明了 ， 
定理 10.4 希 尔 伯 特 第 十 问题 是 不 可 解 的 。 
希 尔 伯 特 第 十 问题 的 不 可 解 是 指 对 所 有 的 习 
落 图 方程 找到 统一 的 求解 算法 ， 而 对 特定 的 一 些 
刁 落 图 方程 类 ， 人 们 兴趣 更 浓 起 来 了 ， 特 别 是 数 
学 家 贝克 由 于 在 这 方面 的 突出 贡献 ， 他 .荣获 了 
197 04F BY SE ARK. 
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我 们 还 注意 ， 由 集合 V 不 是 刁 落 图 的 这 一 事 
实 ， 可 有 ， 
LEVICI Z ory Ze) CPX, Xs Zis 
Z) = OF SP (CA Zs es AAP, 
Xs Zs s 4) =0] — 1=0} <> 
CV Zis es Ze) [P(X, XZ 9%) >0 
VPC, X, Z s ZA <0 
RRB T. EHT > 全 称 量 词 之 一 ， 均 可 
产生 出 非 刁 藩 图 集 。 O 


2. 归 #8 


我 们 先 定义 刁 蓝图 集 的 维 数 和 次 数 。 令 3 是 
一 个 刁 落 图 集 ， 则 存在 一 个 多 项 式 P， 
S= {X CI Yrs YPE, Yis s Ya) = 03 
我 们 把 存在 的 多 项 式 一 中 的 最 小 的 n 称 为 S 的 维 
数 ， 而 把 诸 己 中 的 最 小 次 数 的 多 项 式 称 为 S 的 次 
定理 10.5 每 个 刁 藩 图 集 的 次 数 小 于 或 等 于 
4. 《斯 柯 林 [103》 
证 在 多 项 式 Pœ, Yi s YD P BN 
用 下 列 形式 的 方程 oo 
Zi= UiYe . 
ayy 
s JKR 4 


ZyaXYs 

Zj= x" 
逐次 把 了 中 的 变量 次 数 降低 ,从 而 可 降 到 2 ,车 把 
P =0 记 为 A4=B, 这 里 4，3B 是 带 有 正 整 系数 的 
SHA, TETA: 

A,=B; G=1, 2% =, K) 
代替 A=B, Ar Bi 的 次 数 都 不 高 于 2 次 ， 
从 而 可 组 合成 一 个 方程 式 : 


是 
> (A, - B)? =0 
RER k 个 方程 组 ， 而 它 的 次 数 显然 不 会 大 于 
4。 o 
例 令 P, Yis YD = 0 表示 为 8 
Yi tY —2y',=0 


先 变 成 ; 

XY +t =2y', C#) 

令 ， Z=% (1) 

Z= XY, €2) 

Z= YY: (3) 

Z= Ys 《4) 

C+) ARR 

2,2, td, = 22) 


lẹ, TRET n. (5) 
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Z =Z; (6) 


Z,= 2 (7) 

2,= 2/7 (8) 
《+#) 式 进一步 变 为 ， 

ZZ, + 2,2, = 22,2 (9) 


(1) — (9) RRA 
A; =B; (i=1, 2, =, 9) 

的 形式 ， 而 Ao Bi 或 为 1 次 或 为 2 次 。 于 是 
PO, Ys YD = 0 可 用 


9 
>) (Ai- Ba’ =0 (10) 


米 代 替 ，(10) 的 次 数 降低 为 小 于 等 于 4 ， 但 多 引 
入 了 8 个 变量 ， 

下 面 是 关于 维 数 的 基本 定理 。 

定理 10.6 存在 着 一 个 整数 m， 使 每 个 刁 荡 
图 集 有 维 数 小 于 或 等 于 m。 

iE ”由 通用 定理 ， 

Da={¥%| Cagis o Ym) LPOX, Ny Yis 
s Ym) = 0 于 是 ， 对 所 有 的 n，D, 的 维 数 是 
小 于 或 等 于 mig, -D 

例 刁 藩 图 集 S 定义 如 下 ; 

Sa={X| (Ys sY) CH= Cy, t1) (Yq 
++1))), 这 里 ,S, 就 是 合 数 集合 ， 而 S, 是 “gq 重 ” 
复合 数 的 集合 ， 十 分 惊奇 的 是 ， 给 出 S HAM 
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图 定义 可 少 于 gq 个 参数 (对 于 大 g)。"? 

通用 刁 医 图 集 的 参数 有 多 大 呢 ?. 直接 的 计算 
大 约 的 数 为 50， 但 可 以 大 大 缩小 ， 马 吉 雅 塞 维 奇 
和 重 宾 还 证 明了 下 面 的 定理 。"* 

定理 10.7 存在 着 一 个 通用 方程 ， 

P(X, ns Yis > Yrs) = 0 

即 任 一 刁 藩 图 集 的 维 数 可 以 等 于 13， 

维 数 看 来 还 可 以 缩小 ， 据 说 已 缩小 到 9*。 

上 面 我 们 用 次 数 和 维 数 来 考察 一 个 刁 落 图 方 
程 的 复杂 情况 ， 还 有 用 验证 一 个 刁 洲 图 方程 是 否 
有 人 解 需要 多 少 次 加 法 和 乘法 ， 即 ， 是 用 “ 步 数 ” 
.来 度量 一 个 刁 落 图 方程 的 复杂 度 ， 这 方面 也 有 一 
些 进展 。 


3. 递归 可 枚 举 集 


什么 是 刁 藩 图 集 ? 或 刁 落 图 集 的 类 有 多 大 ，、 
是 考虑 的 时 候 了 ， 为 此 我 们 给 出 定义 ， 
”定义 10,1 一 个 正 整数 的 n 数组 的 集合 S 称 
为 是 递归 可 枚 举 的 ， 如 果 存 在 着 递归 函 数 few, 


Lys ory Ty), g(x, Xip es wa) 使 得 ， 


* 县 多 增 教授 说 ， 这 可 能 品 一 亿 日 本 学 者 的 工作 。 但 只 休 
ERREEN, 


“Mae 


Sa (Xp Xa) | CALF Xs Kioto Kn) 
Sg (Xy Xis es Hq) ID} 
这 个 定义 看 起 来 和 它 的 和 名字“ 递归 可 枚 举 ” 
是 相差 很 远 的 ， 要 知道 ， 最 初 的 定义 是 … 对 于 集 
合 {0 ,1，2,，…} 上 一 个 子 集 8 称 为 是 递归 可 枚 
举 的 ， 如 果 存 在 一 个 递归 函数 FO), REBES 
的 每 一 元 素 ， 即 
S= {f(0，f(D， FQ), =) 
从 而 S 是 一 个 递归 函数 的 值 域 。 
10.1 的 定义 是 适 于 证 明 下 面 重要 的 定理 。 
定理 10.8 BAS BARA MARMES 
递归 可 枚 举 。 
证 MAS BABAK, 则 存在 着 两 个 有 正 
整 系数 的 多 项 式 P，Q@, 使 
Pa Xis s DESEES Y» ,YEP Eo 
eto Xas Yio Yn) =U Nis s. Lar 
Yis ts YDI (AU) CPs ers 
o Xas SCs 4), s SCm,u)) =Q,» 
ty Xas Sl, U), vy, SCM, u))I 
BU, SARA ARE. a 
- RK, MRS 是 递归 可 枚 举 的 ， 那么， 存 
在 着 递归 函数 f&s Lis s Xn)， GX Xs 
erry Nn ) 使 ， 1 四 
《Xi s Xn E SE (IOTC, Lis vrs: 
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<. En) =JCXs Kis o Xa) SP (44,2) 
[2Z= f(X, Xis Xn) = GX, Ti, 
| | 
由 定理 9.5，S 是 刁 蓝 图 的 . 口 
”出 定 理 10.23， 我 们 立刻 有 ， 
定理 10.9 存在 着 非 递 归 可 枚 举 集 。 
由 通用 定理 ， 可 有 递归 可 枚 举 集 的 枚 举 定 
理 ， 
有 一 个 多 项 式 〈 称 通用 多 项 式 ) ， 即 
P(z, Xs Yis vs Ym) 
对 任 一 递归 可 枚 举 集 S ， 存 在 一 个 n 使 
LESS > (CAs ho Ym) CPC, Xs Yis 
'» Ym) = 03 
nn 又 称 S 的 指标 。 
还 应 提出 的 是 ， Pere rrr eT 
的 一 个 表示 法 ， 即 ， 任 一 递归 可 枚 举 集 S ， 均 可 
BINA: 
S={2 (WY (CAMs ts Yn CP, 
Xs Ys Yis +> Ym I} 
这 就 是 著名 的 戴 维 斯 范式 。 
JAK, MSRM, 范式 中 的 和 可取 为 
4， 而 马 吉 雅 骞 维 奇 更 进一步 指出 ， 范 式 中 甚至 
可 取 m =2, 已 知 不 能 取 如 = 0， 可 否 总 有 = 1， 
是 尚 待 解决 的 问题 。. 
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指出 的 是 ， 我 们 整个 的 论证 ， 除 了 用 了 
递归 函数 的 定义 和 万 吉 论 题 ， 很 少 涉及 数理 逻辑 
或 递归 论 的 深入 知识 。 如 果 人 允许 我 们 利用 递归 函 
数论 的 一 点 结果 ， 是 很 容易 构造 出 非 递归 的 函数 
AAR Ae RR CBA EE 
词 ) 。 
著名 美国 数学 家 克 林 在 本 世纪 四 十 年 代 就 建 
立 了 下 面 的 所 谓 范 式 定理 ， 

存在 着 一 圈定 的 原始 递归 函数 U(X) 及 一 原 
始 递归 谓词 TZ, Xi eo Lrs YER kū 
BHAA (SHH fr, s VD 总 存在 着 一 
个 数 m (与 了 BR), 

CD CV Hype TDD TOM, Lys rg Tes WD 

(Cif CH, oX) = UCHYT Cm, Xs Hey Y)) 

这 个 定理 说 明了 ， 对 k 元 递归 函数 ， 存 在 着 
一 个 k+1 THB ABM, XP BRA HA BT 
有 kA. GR k= 1, BR 

U(uyT (2, x, Y)) 

是 所 有 一 元 递归 函数 的 通用 函数 ， RAT 
的 指出 ， 
U(CuyT(x, x, y)) 
是 一 个 非 递归 的 函数 。 
证 ”如果 它 是 一 个 递归 函数 ， 则 
g(x) =UCuyT (x, x, y)) +1 
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也 是 一 个 递归 函数 。 由 于 UCuyTe, x, më 
通用 函数 ， 所 以 存在 着 某 一 数 mm 使 E 
l g(x) =UCuyT(m, X£, y)) 

3. UCuyT Ce, x, y)) + 1= UCuyT (m, 2, y)) 
令 X=m， 导 出 矛盾 。 口 

这 也 说 明了 谓词 GODT, X, Y 是 不 可 
判定 的 ， 特 别 ， 集 合 
S={x|(AyT(x, X, y)} . 
是 一 个 递归 可 枚 举 集 ， 而 XES 是 不 存在 一 个 算 
法 可 判定 的 。 由 递归 可 枚 举 集 就 是 刁 藩 图 集 GE 
理 10.8) ， 并 注意 它 的 证 明 只 依赖 于 定理 9-5, 
所 以 ， 对 上 述 的 集合 S， 有 一 个 刁 洲 图 方程 P(X， 
Yis ts Ym) = 0, 使 
GPT, Xy YE Ios Ymd 
CPX, Yis s Ym) = 0] 
由 于 等 价 式 的 左边 是 不 可 判定 的 ， 从 而 右边 也 是 
不 可 判定 的 ， 即 找到 了 一 个 特殊 的 刁 BAT eB 
PCE, Yrs s Ym) =0,- 对 任 给 一 个 X， 它 有 没 
有 正 整数 解 是 没有 一 个 算法 可 判定 的 。 从 而 BR 
第 十 问题 是 不 可 解 的 。 
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十 一 素数 表示 与 车 
名 数学 问题 


下 面 我 们 叙述 几 个 有 关 的 问题 ， 它 们 与 刁 芒 
图 方程 有 着 密切 的 联系 ， 并 且 是 十 分 重要 而 有 趣 
的 。 


1. 素数 的 刁 落 图 表示 


人 们 对 素数 的 研究 是 很 古老 的 ， 古 希腊 时 
代 ， 欧 几 里 得 发 现 了 关于 素数 的 第 一 个 定理 ， 这 
就 是 ， 素 数 是 无 穷 的 ， 又 有 一 个 吗 埃 拉 托 斯 获 的 
人 ， 发 现 了 一 个 求 素数 的 方法 ， 称 之 为 得 法 ， 许 
多 年 后 ， 人 们 对 素数 并 没有 什么 深入 的 认识 。 

人 们 知道 ， 素 数 的 分 布 是 没有 规律 的 ， 给 出 
素数 总 是 以 “ 表 ” 的 形式 ， 例 如，“1000 以 内 的 
RAR’ MP 等 等 .于 是 ， 许 多 数学 家 想 给 出 素 
数 的 显示 表达 式 ， 自 然 更 希望 找到 一 个 多 项 式 ， 
这 多 项 式 的 值 枚 举 崇 数 或 算出 的 值 者 是 素数 。 第 
一 个 有 名 的 尝试 是 法 国 数学 家 费 马 给 出 的 ， 他 声 
称 ， 型 如 l 

2+1 (n=0, 1, 2) 3, =) 
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的 数 都 是 素数 。 这 对 ?= 0。1,2,3，4 相 应 的 五 个 
数 是 3 ,5 ,17,257,65537 确 实 都 是 素数 ， 而 当 继 
续 验 证 时 ， 就 不 再 是 素数 了 ，1732 年 ， 年 轻 的 数 
学 家 欧 拉 指出 ， 费 马 的 断言 是 错误 的 ， 因 为 ， 当 
n= 5 时 ， 
af + 1 =4294967297= 641x 6700417 

它 是 个 合 数 。 

十 分 有 趣 的 是 ， 人 们 再 也 没有 发 现 这 样 的 费 
BRR, HR, 发 现 了 许多 合 数 ， 如 今 ， 对 

Fn) = 2 "41 

人 们 反而 猜测 ， 当 n>om, Fn) 总 是 合 数 。 由 
于 FEM 的 增长 速度 太 快 ， WHEN n AE 
F(n) 是 素数 还 是 合 数 都 是 一 件 不 容易 的 事 ， 由 
于 电子 计算 机 的 出 现 , :前 几 年 出 现 一 件 惊人 的 事 
H, HAI EW” TEETAR 

人 们 寻求 “素数 多 项 式 ” 更 具有 “手工 ”的 
技巧 ， 人 们 发 现 ， 
i 40441 
对 X=0,1，2，…，。 39， 给 出 了 40 个 素数 ， 更 有 
ARR. 

X — 79% +1601 

对 4%=0，l，2，…，79, 给 出 了 80 个 素数 。 

总 之 ， 寻 求 这 种 产生 有 限 个 素数 的 代数 公式 
.是 没有 太 大 的 价值 的 。 
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素数 集合 是 相当 复杂 的 ， 我 们 证 明 它 是 个 酉 
洲 图 集 也 花费 了 不 少 力气 ， 顺 便 说 一 句 ， 十 九 
世纪 ， 狄 利克 雷 指 出 ， 算 术 级 数 中 有 无 穷 多 个 素 
数 ， 但 证 明 十 分 困难 ， 而 在 斐 波 那 巢 序列 中 有 多 
少 个 素数 〈 有 穷 还 是 无 穷 》 ， 至 今 还 是 个 迷 。- 
1960 年 ， 普 特 南 首先 想到 ， 可 找到 一 个 多 项 
式 ， 它 的 正 整数 值 域 恰恰 就 是 素数 集 ， 这 正 是 定 
理 6.3 记 证 明 的 。 
MELE, RNCAS, PERAK, W 
有 
XEP<>X>1 & (Fy, Zs U, V) 
Cy=x-1& z= &(uz-vx)'*=1) 
又 ， 我 们 已 证 明 z= yA, WHERE Op 
式 的 右 端 变 成 一 个 形 如 
CB Gre Yn) CQL, Yis oy Yn = 07 
SARENA, MUEREN, TRANEN 
多 项 式 QX, Yis s Ym). 
我 们 还 可 以 较 直 观 的 定义 素数 ， 十 分 清楚 ， 
?是 素数 当 且 仅 当 


p=s+1=r+2 (1) 

q=S] (2) 

ap-bq=1 (3) 
对 a, b, s, r, q ENFER. 


对 ts 
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t@-1)+-(@-s+ 1) 


(3) 


S! = 


正如 我 们 在 第 七 章 用 的 方法 ， 只 要 当 tees’, 


容易 验证 ， 
ts 


“Ty | 


S 
于 是 可 用 以 列 各 式 代 替 〈2) ， 
t=2ss? 
S=qu +w 
t 
u=(5) 


U=WtH+xX+d 


(4) 
C5) 


(6) 
(7) 


因为 《5) A C7) 对 变量 x, wH RRK 


q= (t/u3, 
通过 方程 


8 


y+D:=D( 1)y 


i=0 


来 定义 二 项 式 系数 ， 当 y>2' 时 ，(6 ) 式 可 被 


下 列 各 式 替 换 ; 
y=2:+1 
z=ytl 
zt =ly +uys +m 
uU+v=2t 


C9) 
(10) 
(11) 
(12) 


min+1 =ys (13) 
因此 ,方程 组 (1),C3) 一 (5), C7),(9) 一 (13) 
是 素数 集 的 宪 刁 荡 图 定义 。 再 由 第 七 章 ， 敌 函数 
是 刁 落 图 的 ， 最 终 可 给 出 素数 的 刁 落 图 表示 。 

决定 素数 集 的 多 项 式 出 现 有 不 同 的 形式 ， 第 
一 个 是 马 吉 雅 塞 维 奇 找 到 的 24 个 未 知 数 、37 次 的 
多 项 式 ， 后 又 修改 为 有 21 个 未 知 数 、21 次 的 多 项 
式 。 还 有 一 个 是 具有 12 个 未 知 数 的 多 项 式 ， 自 然 
未 知 数 是 要 多 一 些 。 

更 有 趣 的 是 ， 考 虑 多 项 式 的 长 度 最 小 ， 用 以 
测量 多 项 式 的 复杂 度 ， 琼 斯 给 出 了 一 个 325 个 符 
号 的 多 项 式 [14]， 我 们 写 下 来 让 读者 欣赏 ， 同 时 
也 指出 这 一 多 项 式 取 素数 的 关键 所 在 。 琼 斯 构造 
的 多 项 式 如 下 ， 

(k+2){1- (lwzt+h+j-—qi'+ C(gk+ ag +k 

+1) (h+ +h~-2) + Cleck+ 1) Ck+ 2) 
(n+1)'+1- f+ Cont pt+q4z-ey 
+Ce(e+2)(at 1)74+ 1-073 +C(a'-1)y’ 
+1- + Cl6ry'(a’-1)+1-wy 
+C((a+ u*'(u?—a))?-1)(n + ady) +1 
= (x+ cur y+ CCV? - DP +1-my} 
+Caitk+1-l-i¥+(ntl+v0- y + 
Cp+lla-n-1)+ b(2an+ 2a- -2n 
=2)- M + Lg + yla -p -~ 1) + Sap 


+ 18” 


(Ee ee 


+20.-D:-2Dp-2)-X%3+[Lz+DiCa--D) 
+ t(2ap - P- 1) ~pm)*)} 
琼斯 的 这 一 多 项 式 是 25 次 ， 有 26 个 变 元 ， 它 
只 取 素 数 的 本 质 上 有 如 下 结构 ， 
(k+2){1- M+ +M’,)} 
由 于 花 括 号 中 不 能 取 负 值 和 零 ， 
"上 + 2M <> M,= 0 &--&M,= 0 

我 们 还 看 出 ， 这 一 形式 正 是 普 特 南 定理 暗示 出 的 
样子 。 


2. 三 大 著名 问题 


数论 中 有 三 大 著名 问题 , 这 就 是 费 马 猜想 (又 
称 费 马 大 定理 》 、 哥 德 巴赫 猜想 和 黎 曼 猿 想 。 它 
们 都 是 几 百 年 来 数学 家 为 之 呕心沥血 奋斗 不 息 的 
数学 难题 ,在 希 氏 第 十 问题 解决 之 后 , 戴 维 斯 ， 马 
吉 雅 塞 维 奇 和 和 鲁 宾 还 想到 ， 这 些 问题 可 否 转化 为 
习 落 图 方程 ， 进 而 从 研究 解 刁 洲 图 方程 入 手 呢 。 
在 长 满 荒草 的 原野 上 ， 踏 出 一 条 或 许 是 成 功 
的 小 路 ,他 她) 们 在 暗暗 自 穴 ， 他 们 十 分 乐 
观 ， 在 探索 的 路 上 迈 出 了 新 的 一 步 ， 
这 是 1976 年 戴 维 斯 等 人 的 想法 ， 十 年 过 去 
了 ， 当 吴 多 曾 教授 于 1985，1986 年 两 次 会 晤 戴 维 
斯 教授 时 ， 顺 便 问 起 他 的 这 些 设 想 。 他 说， 十 
”184， 


年 来 并 没有 什么 大 的 进展 ， 当 时 想 的 太 乐 观 了 ， 


LETETT 


费 马 是 十 七 世纪 的 法 国 数学 家 ， 他 本 是 一 名 . 
律师 而 业余 酷爱 数学 ， 一 生发 表 著作 很 少 ， 但 见 
SEIS 

1621 年 ， 费 马 飞 到 一 本 刁 落 图 所 著 《算术 》 
的 拉丁 文 译本 ， 在 研究 了 刁 沙 图 方程 之 后 ， 在 此 
书 的 边 页 上 写 下 了 几 行 批注 ， 说 ， 

不 可 能 把 一 个 整数 的 立方 表 为 两 个 整数 的 立 
方 和 ， 也 不 可 能 把 一 个 整数 的 四 次 短 表 为 两 个 整 
数 的 四 次 矫 的 和 ,一般 说 来 ， 不 可 能 把 任意 一 个 
次 数 大 于 2 的 整数 的 方 鹤 ， 表 为 两 个 整数 的 同 次 


方 赛 之 和 。 
用 现在 的 代数 语言 说 ， 当 ?> 2 时 ， 方 程 
X" y= 2 (14) 
没有 正 整 数 解 。 


费 马 自称 已 发 现 了 这 一 论断 的 奇妙 的 证 明 ， 
但 是 化 死 后 ， 人 们 并 未 找到 他 的 任何 东西 。 

三 百 多 年 过 去 了 ， 费 马 猜 想 至 今 还 是 一 个 
be. 

在 方程 4) 中 ， 对 具体 的 ?如 mn=3,4，5 
等 等 ， 都 是 一 个 特定 的 刁 医 图 方程 , :但 对 任意 
的 n>>2, 变 元 出 现在 指数 上 ， 从 而 〈14) 实质 上 
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是 一 个 指数 方程 。 我 们 设法 把 它 变 成 一 个 刁 湾 图 
方程 。 
前 面 我 们 已 经 给 出 宕 函数 的 显 式 的 刁 藩 图 定 
义 ， 即 ， 我 们 有 一 个 多 项 式 AG, bsc, W s 
Wr)» 
Ala, by Cy Wis oy W) =0 
对 未 知 数 ww,，…，w; 有 解 ， 当 且 仅 当 参数 a, 
bs c, 满足 条 件 
a=b° 
因此 ,方程 (14〉 对 某 值 n 可 解 ， 有 方程 
ACP, Xy NyWyy s W) + AGS Yo My 
Vis ts DA) + ACPA, Zs Ny Uses 
Uy) =0 (15) 
有 解 。 因 而 费 马 的 猜想 等 价 于 下 面 的 刁 藩 图 方 
程 ， . 
ACP, X+1, N+3, Wy +, W) + AQ, 
y+1, N+3, V, «+, V) +A(p4q, 
Zy N3; Uys oy Uz) =O 
对 n, Ps Qs Uss ts Ugs Uss ty Veg Wists 
wx:，X，y，2 在 非 负 整数 中 无 解 。 因 此 ， 只 要 对 
这 个 方程 有 一 个 判定 算法 ， 则 对 费 马 猜想 就 可 解 
决 。 i 
容易 写 出 方程 (15》 Heat, FXE, £ 
因 C133 给 出 了 这 个 方程 ， 它 有 72 个 变 元 ， 并 占用 
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了 几乎 一 页 纸 。 其 后 ， 按 照 马 吉 雅 塞 维 奇 和 和 鲁 宾 
挝 的 思想 ， 该 方程 的 变 元 可 缩小 至 12。 

(=) 哥 德 巴赫 猜想 

二 百 多 年 前 ， 德 国 一 位 中 学 数学 教师 再 德 巴 
共 发 现 了 一 个 奇妙 的 现象 ， 于 1742 年 6 月 7 上 日， 
他 写 信 给 住 在 俄国 彼得 堡 的 大 数学 家 欧 拉 ， 问 到 
大 于 等 于 6 的 偶数 均 可 表示 为 两 个 奇 素 数 的 和 
吗 ? 欧 拉 在 回信 中 ， 肯 定 了 这 一 猜想 无 疑 是 正确 
的 ， 但 他 并 未 给 出 证 明 。 于 是 命题 “每 个 大 于 2 
的 偶数 是 两 个 素数 之 和 ”, ORT A A e. 

每 一 个 充分 大 的 偶数 可 以 表示 为 一 个 素数 与 
一 个 素 因 子 个 数 不 超 过 C 的 数 之 和 ， 我 们 记 为 
(1+C), 于 是 哥 德 巴赫 和 猪 想 简 记 为 <1 + 1?。 

这 个 问题 是 出 奇 的 困难 ， 长 期 以 来 ， 它 一 直 
被 人 们 誉 为 “皇冠 上 的 明珠 ”， 在 探索 证 明 这 一 
猜想 的 道路 上 ， 留 下 了 不 少 中 外 数学 家 的 足迹 ， 
其 中 苏联 数学 家 布 赫 斯 塔 勤 ， 维 诺 格 拉 和 洒 夫 做 出 
了 许多 贡献 ， 我 国 数学 家 陈景润 , 王 元 、 潘 承 洞 也 
做 出 了 帘 出 的 贡献 ， 他 们 的 出 色 成 绩 荣 获 了 国家 
科学 奖金 。 

陈景润 的 结果 最 初 发 表 在 1966 年 ， 被 誉 为 陈 
REM: 

任何 一 个 大 偶数 ， 总 可 表 为 一 个 素数 与 另 一 
个 不 超过 两 个 素数 之 积 的 和 。 
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人 们 通俗 地 称 为 *1 + 2”, 

二 十 多 年 过 去 了 ， 陈 氏 定 理 仍 处 于 领先 地 
位 ， 但 也 未 能 登 上 这 最 后 的 一 步 ! * 

哥 德 巴赫 猜想 之 所 以 如 此 困难 ， 是 由 于 命题 
是 用 加 法 的 方式 叙述 的 ， 而 素数 又 是 由 乘法 来 刻 
画 的 ， 在 自然 数 中 ， 一 般 说 来 ， 乘 法 性 质 和 加 法 
性 质 之 间 难 于 建立 起 联系 。 说 的 更 清楚 些 ， 比 如 
下 面 给 出 的 一 个 加 法 和 乘法 的 联系 ， 足 见 一 斑 : 

用 加 法 ， 递 归 式 定义 乘法 ， 令 p(X,) = r+ 
Ys f(X, Y) =Xy, W: 

{ fx, 0)=0 
f, Y+) =pl, fF, y)) 

我 们 已 经 知道 ， 递 归 式 的 能 力 是 很 强 的 

X, HHM- GR) AS OFM) 来 定义 加 
法 。 
Z=X+YE>S(SXS2) SCY SZ) = S(S2- 

S2-S(Sx-y)) 
用 人 简单 的 多 项 式 乘法 是 容易 验证 等 价 式 的 正确 
性 。 | 

现在 回 到 哥 德 巴赫 猜想 ， 我 们 先 构 造 一 个 刁 


* 1986 年 9 月 , 王 元 教授 在 南开 大 学 校园 内 的 一 次 私人 谈话 
中 说 :“1 +1? 和 “1 + 2” 不 是 一 网 事 , 意 指 不 能 用 “1 + 2。 
的 方法 解 天 “1 + 1” 的 问题 。 : 
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洲 图 方程 i 
BCP, Wis s Wx) =0 (16) 
它 对 变 元 Ws s W 是 可 解 的 当 且 仅 当 p 是 
EX, SABE, TE | 
(Ut DU-BDy Ws) W) ~ BO 
Wis sW) ~ (QU44—-P,-P,)'-t)=4 
C17) 
对 所 有 的 非 正 数 a 是 可 解 的 (此 时 ,可 有 w= 0,t= 
-a, Py=D,=2y Wis Wr Wis s Wr H 
(16) 中 当 p=2 时 的 一 个 解决 定 ) ， 并 对 那些 
且 仅 对 那些 正 数 a, 而 -24+ 2 是 两 个 素数 的 和 可 解 
{w=a-1, t=0, pi+pP,=20+2, Wig es We 
H Ww yw, 分 别 由 方程 《16〉 对 相应 的 p= 
p, 和 p=), 的 解 而 决定 ) 。 于 是 哥 德 巴 替 猜 想 
可 表示 为 ， 方 程 〈17) 左 端 的 多 项 式 ， 当 变 元 取 
值 为 非 负 整数 时 ， 表 示 每 一 个 整数 。 对 诸 变 元 应 
用 拉 格 郎 日 定理 ， 于 是 有 ，、 当 变 元 取 整 数值 时 这 
多 项 式 取 每 一 个 整数 时 ， 当 且 仅 当 哥 德 巴 替 猜 想 
成 立 。 
我 们 还 注意 到 ， 许 多 著名 的 数学 问题 都 有 形 
2, l 
VnP(n) 
这 里 PME- HHA (TA) Wa, Be 
巴 替 猜 想 也 不 例外 ， 令 PORR “KIL RI” 
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(前 面 我 们 曾 用 过 这 一 符号 》， 于 是 哥 德 巴 忒 猜 
想 可 表示 为 ， 
CVYn) C3X)CIY [PCz)&P. (A&N + 
2=X+ 切 ] 
这 里 应 注意 ， 在 寻找 Y，2 使 X+y=2n+2 的 过 
EH, £, YEAR, M X<an, y<on, 于 是 
上 面 的 公式 可 重新 写 为 ， | 
CV 2) 03 DM) < CA YP caolP, XP 
(2n+2=%X%+y)) 
从 而 ， 

P(N) = (3X) cl 3Y) cr LCP,X) &P,(D& 
(Qn+2=%+9)),F# PO 是 原始 递归 的 ， 是 
THER. 

(=) SFM 

黎 曼 是 十 九 世 纪 的 德国 数学 家 ， 是 现代 几何 
的 创始 人 ， 他 提出 了 一 个 著名 的 猜想 ， 

复 变 数 s 的 函数 - 


f(s) = Sines 


的 所 有 非 平凡 零点 均 位 于 Re(s)= 了 的 直线 上 
(这 里 Re(s) 表示 s 的 实数 部 分 )， 后 者 又 可 
SMERA: 
(9) 在 带 形 区 域 1/2 <Re(s)<1 中 永 不 等 
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TŁ. 

黎 曙 猜想 似乎 表示 为 《V?D) 吾 (2) Ra) 是 
BEM) FOE, AMIR RRA TEM 
的 命题 ; 

HRE n, (n=1, 2, 3) 


区 e w 


其 中 ， sx) = ho 


s<» ję: 


而 

sipa{ SIREN 

Pp, 4 j=p', 其 中 D 为 素数 
于 是 我 们 可 以 把 该 命题 简 记 为 
Cyn) Rn) 

其 中 RO) BRED AEN. 

由 于 (VD Rn) <> 71(3n) RM), Em) 
也 是 可 判定 的 ， 于 是 可 得 到 一 个 显 式 的 刁 藩 图 方 _ 
程 ， 它 没有 解 恰恰 使 18) 总 成 立 。 

自然 ， 我 们 并 不 能 把 每 一 个 著名 问题 都 归 约 
为 一 个 刁 医 图 方程 的 不 可 解 性 ， 例 如 ， 对 于 挛 生 
素数 * 是 无 穷 的 猜想 可 表示 为 


* 牵 生 素数 是 指 D 和 Dr+ 2 均 为 素数 ， 如 3，555，78 
11,1339 %. 
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(YI?D){(3p)[D>Y& P,(p) &P,(p+2)3} 
显然 花 括 号 中 的 谓词 并 非 是 递归 的 ， 可 是 我 们 给 
出 一 个 加 强 的 命题 ， 

CV) {CS P)(n + 4<P<2"+ P,P)& 

P,(p+ 2))} 
这 时 ， 花 括号 中 的 谓词 是 可 判定 的 ， 从 而 加 强 的 
李 生 素数 猜想 可 变换 为 一 个 特定 的 习 落 图 方程 的 
不 可 解 性 。 


3. 两 个 未 解决 的 问题 


我 们 已 经 知道 ， 每 个 习 落 图 方程 均 可 归 约 到 
一 个 次 数 三 4 的 方程 ， 又 人 们 对 于 次 数 为 2 而 未 
知 数 数目 为 任意 的 刁 藩 图 方程 存在 着 算法 ， 于 是 
自然 产生 的 未 解决 问题 ， 

1° 对 于 三 次 方程 而 言 ， 希 尔 伯 特 第 十 问题 
可 判定 吗 ? | 

另 一 个 未 解决 的 问题 是 ， 

2° 是 否 存在 可 以 用 来 判定 任 一 刁 落 图 方程 
是 否 有 有 理 数 解 的 算法 ? 

自然 还 有 一 些 未 解决 的 问题 ， 我 们 不 便 ---- 
列举 了 。 
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法 尔 廷 斯 
BILE 
BLAH H 
WEE RM 
RE 


9 196 ¢ 


一 一 一 一 


Diophantus 

Mapxos, A, A, 
Maruscesny, IO, B, 
Pell, John 

Baker, Alan 

Pascal, Blaise 
Ue6simes, I, JI, 
Byxuira6, A, A, 
Pythagoras 

Church, Alonzo 
Kleene, Stephen C, 
Ackermann, Wilhelm 
Archimedes 

Hilbert, David 
Euler, Leonhard 
Sheffer, H, M, 
Turing, Alan Mathison 
POST, Emil L, 
Falting 

Euclid 

Lagrange, Joseph Louis 
Eratosthenes 
Lessing, G, E, 


ee Re err ee Geren 


HE 

哥 德 尔 

哥 德 巴 赫 
SEAR 2K 

维 诺 格 拉 茶 夫 
琼斯 
斯 柯 林 
普 特 南 
费 马 
EFR 
RRE ( 杰 ) 
AR m) 
BER As BB 
Re 


Cantor, Georg 

Gédel, Kurt 
Goldbach, Christian 
Fields, John Charles 
Buaxorpanos, A, M, 
Jones, James P, 
Skolem, Thoraif 
Putnam, Hilary 
Fermat, Pierre de 
Fibonacci, Leonardo 
Robinson, Julia 
Robinson, Raphael M, 
Herbrand Jacques 
Riemann, George Friedrich 
Davis, Martin 
Ruohnen, Keijo 


e 197 « 


